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Vorwort des Herausgebers. 



Mit Erlaubniss meines Vaters veröflFentliehe ich hier die von dem- 
selben im Sommersemester 1857 an der Königsberger Universität gehal- 
tene Vorlesung über Magnetismus, mich dabei stützend auf diejenigen 
Vorlesungshefte, welche von zweien der damaligen Zuhörer, nämlich 
von den Herren Lothar Meyer (jetzt Professor in Tübingen) und Oscar 
Emil Meyer (jetzt Professor in Breslau) ausgearbeitet wurden. Um 
ein möglichst getreues Bild der Vorlesung zu geben, habe ich den 
Text der genannten Hefte im Wesentlichen beibehalten, und nur un- 
bedeutende Abänderungen mir erlaubt. 

üebrigens ist die Theorie des Magnetismus von meinem Vater 
wiederholentlich zum Gegenstande seiner Vorlesungen gewählt, und zu 
verschiedenen Zeiten in verschiedener Weise behandelt worden. Und 
demgemäss ist das hier vorliegende Werk, welches speciell die Vor- 
lesung vom Somm^ersemester 1857 zu reproduciren versucht, immerhin 
mit einer gewissen Einseitigkeit behaftet. So z. B. sind die zu den 
Fundamentalgleichungen der magnetischen Induktion hinleitenden Be- 
trachtungen im vorliegenden Werk (§ 12 — § 17) ziemlich kurz behan- 
delt, während dieselben zu andern Zeiten von meinem Vater mit 
grösserer Ausführlichkeit dargelegt worden sind. Demgemäss wird es 
vielleicht angemessen sein, in einiger Zeit einen hierauf bezüglichen 
Nachtrag folgen zu lassen. 

Es mag mir gestattet sein, über den Inhalt und die Aufeinander- 
folge der hier reproducirten Vorlesungen (vom Sommersemester 1857) 
einen kurzen Ueberblick vorauszuschicken. 

Diese Vorlesungen "beginnen mit einfachen Expositionen über das 
magnetische Potential, die magnetischen Momente, die magnetische 
Axe, etc., besprechen dabei gelegentlich die berühmte Poissow-Gawss'sche 
Methode zur Bestimmung der horizontalen Gomponente des Erdmag- 
netismus, und gehen sodann über zur Theorie der magnetischen, Induktion^ 
wobei der Reihe nach zuerst der Fall behandelt wird, dass die indu- 
cirenden oder magnetisirenden Kräfte von der Zeit unabhängig sind, 
sodann der allgemeinere Fall, dass dieselben gegebene Funktionen der 
Zeit sind. 

Hierauf werden diese theoretischen Betrachtungen auf mehrere 
specielle Fälle in Anwendung gebracht, namentlich auf dpn Fall, dass 
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IV Vorwort des Heransgebers. 

der inducirte (aus weichem Eisen bestehende) Körper eine Kugel oder 
eine Hohlkugel oder ein Ellipsoid (namentlich ein Rotationsellipsoid) 
ist; während gleichzeitig als inducirende oder magnetisirende Ursache 
entweder der Erdmcynetismus , oder ein gegebener Stahlmagnet, oder 
endlich ein System elektrischer Ströme in Betracht kommt. Auch 
schliessen sich an diese Untersuchungen wichtige Bemerkungen über 
experimentelle Methoden. So z. B. werden mehrere Methoden entwickelt 
zur Messung der magnetischen Induktionsconstante. Ferner wird eine 
Methode angegeben^ um die Inclination des Erdmagnetismus zu be- 
stimmen durch die Beobachtung der horizontalen Ablenkung einer 
Oompassnadel. U. s. w. 

Daneben wird beiläufig gezeigt, wie man einen Multiplikator durch 
geeignete Anordnung seiner elektrischen Strom Windungen in eine wirk- 
liche Tangentenhomsole d. i. in ein Instrument verwandeln kann, bei 
welchem die trigonometrische Tangente des Ablenkungswinkels von 
der vorhandenen Stromstärke wirklich nur durch einen constanten Faktor 
sich unterscheidet. Denkt man sich nämlich ein System elektrischer 
Kreisströme, die alle auf ein und derselben Kugelfläche liegen, und 
mit irgend welchen Parallelkreisen dieser Fläche zusammenfallen, und 
bezeichnet man die von all' diesen Kreisströmen auf einen magnetischen 
Massenpunkt ausgeübte Kraft mit i?, so lässt sich, — wie diese Vor- 
lesungen zeigen, — die Anordnung jener Parallelkreise auf der Kugel- 
fläche stets in solcher Weise einrichten, dass die Kraft jR von constanter 
Bichtung und Stärke wird für alle Punkte innerhalb der gegebenen 
Kugelfläche. 

Schliesslich wird das allgemeine Problem der magnetischen In- 
duktion auf die Ermittelung einer gewissen ^^charakteristischen Funktimi^ 
reducirt, welche nur noch von der Oberflächengestalt des inducirten 
Körpers abhängt, und welche demgemäss für die Theorie des magne- 
tischen Induktion von derselben fundamentalen Bedeutung sein dürfte, 
wie die bekannte Green'sche Funktion für die Probleme der elektrischen 
Induktion. 

Es bedarf übrigens wohl kaum der Bemerkung, dass die in diesen 
Vorlesungen entwickelte Theorie der magnetischen Induktion auf den 
berühmten Abhandlungen von Poisson über diesen ^Gegenstand beruht. 
Man findet diese beiden Abhandlungen: „Sur la theorie du magnetisme^^ 
und „Sur la theorie du nmgnetisme en mouvemmif^ respective im fünften 
und sechsten Bande der Memoiren der Pariser Akademie. 

Leipzig, August 1881. C» N. 
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§ 1. 

Gmndvorstellnngen. 

Der Gegenstand der nachfolgenden Theorie ist derjenige Zustand 
des Magnetismus, der durch äussere Einflüsse, etwa elektrische Ströme, 
hervorgebracht wird. Dieser magnetische Zustand hängt ab von der 
Intensität, der Lage und Richtung des inducirenden Stroms oder der 
sonstigen inducirenden Ursache, und andererseits von der^ Grösse, Ge- 
stalt und Lage des magnetisirten Körpers. Es wird unsere Aufgabe 
sein^ ihn als Funktion dieser Grössen darzustellen. Man pflegt diese 
Art des Magnetismus den beweglichen Magnetismus zu nennen wegen 
seiner Abhängigkeit von der relativen Lage, oder auch den Magnetis- 
mus der Lage insofern der Erdmagnetismus die inducirende Ursache 
ist und in diesem Falle der Magnetismus nur von der Lage des magne- 
tiäirten Körpers abhängt. 

Wir legen der Theorie die Vorstellung zweier magnetischer Flüs- 
stgJceiten^ einer nördlichen und einer südlichen, zu Grunde. Wir bemer- 
ken aber von vorneherein, dass es auf den Erfolg ohne Einfluss ist, 
ob wir von dieser Anschauung ausgehen oder von der -4mpere'schen, 
nach der keine magnetischen Flüssigkeiten existiren, sondern die Er- 
scheinungen hervorgebracht werden durch elektrische Solenoidströme, 
welche die Moleküle des Eisens umkreisen. 

Die beiden magnetischen Flüssigkeiten ziehen sich an und stossen 
sich ab nach dem bekannten Gesetze, dass die gleichartigen sich ab- 
stossen, die ungleichartigen sich anziehen. Das Gesetz der Anziehung 
ist dasselbe wie das der Abstossung, beide sind dem umgekehrten 
Quadrate der Entfernung proportional. Die gegenseitige Wirkung von 
zwei magnetischen Theilchen ^ und ^' in der Entfernung E wird also 
in beiden Fällen durch die Formel dargestellt sein: 

(Abstossende Kraft) = ^5 

falls man nämlich jede Masse ft als positiv oder negativ betrachtet, 
jenachdem sie der nördlichen oder südlichen Flüssigkeit angehört. 

Diese Hypothese der Theorie lässt sich nicht direkt beweisen, 
sondern sie kann nur durch ihre Folgerungen bestätigt werden. 

Neukann, Vorl. über Magnetismus. 1 



2 § 2. Magnetische EinheiteD. 

§ 2. 

Magnetische Einheiten. 

Um die Grössen ^ und ^i^, die magnetischen Massen näher zu 
definiren und sie auf eine Einheit zurückzuführen, stellen wir folgende 
Betrachtung an. 

Wir denken uns von den beiden Massen ^i und ft^, die sich in 
der Entfernung E von einander befinden, die erstere fi in einem 
Punkte fixirt und die zweite ft^ mit der ponderablen Masse M ver- 
bunden, aber mit derselben beweglich. Durch die Einwirkung von fi 
auf f4 wird M eine bestimmte Geschwindigkeit v erhalten, und zwar 
ist der Zuwachs dieser Geschwindigkeit im Zeitelement 



dv = ^^^dt 



oder es ist, wenn E sich bei der Bewegung nicht ändert, was wir 
uns durch irgend eine Vorrichtung bewirkt denken können, der Zu- 
wachs der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit 

dv fifi^ 

dt~Wif'' 

Nehmen wir jetzt an, dieser Zuwachs während der Zeiteinheit sei 
gleich der zu Grunde gelegten Längeneinheit, es sei ferner M=l 
und die Entfernung E = 1, so erhalten wir: 

Nehmen wir also an, dass ^i und ^^ positiv sind und ^ = ^ii ist, so folgt: 

ft = 1 und ftj = 1 . 

Somit haben wir eine natürliche Einheit für die magnetische Masse 
gewonnen. Diese so bestimmte Einheit hat die Bedeutung, dass sie 
einer ihr gleichen magnetischen Masse, die mit der ponderablen Masse 
1 verbunden ist, in der Einheit der Entfernung während der Zeitein- 
heit die Geschwindigkeit 1 zu ertheilen im Stande ist. 

Wir bedürfen ferner einer Einheit der magnetischen Kräfte. Wirkt 
eine magnetische Kraft J auf eine magnetische Masse ^, die mit der 
ponderablen Masse M verbunden ist, so ist die Beschleunigung, die 

letztere erfahrt, 

dv J fi 

dt~ W 
Wir setzen wiederum j* = 1> ferner M= 1 und ^i gleich der soeben 

bestimmten Einheit; dann wird 

J=l 

und damit ist eine Einheit der magnetischen Kraft gegeben. Sie ist 



§ 3. Theorie des beweglichen Magnetismus. 3 

diejenige Kraft, welche der ponderablen Masse 1, verbunden mit der 
magnetischen Masse 1 in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit 1 er- 
theilt. — Durch diese Festsetzungen ist die magnetische Kraft, sowie 
die magnetische Masse, auf absolutes Maass zurückgeführt. 

m 

§ 3. 
üeber die Theorie des beweglichen Magnetismns. 

Der nichtmagnetische Zustand ist so definirt, dass sich an jeder 
Stelle gleichviel nördliche und südliche magnetische Flüssigkeit be- 
findet. Wird einem# nichtmagnetischen Körper ein magnetischer ge- 
nähert, so findet eine Trennung beider Flüssigkeiten statt, die sich 
jedoch nicht aus dem Molekül entfernen*), (im Gegensatz zur Elektri- 
cität, die sich sogleich durch den ganzen Leiter verbreitet). Diese 
Trennung beider Flüssigkeiten findet so lange statt, bis die Gesammt- 
resultante an jeder Stelle im Innern = ist, oder doch einen Werth 
erhalten hat, der nicht mehr im Stande ist, eine weitere Trennung 
hervorzubringen. (Jene Gesammtresultante rührt her von der Wirkung 
der inducirenden Ursache und der durch die Induktion getrennten 
Fluida). Das Eintreten des Gleichgewichtszustandes erfordert eine ge- 
wisse Zeit, welche keineswegs unmerklich ist; alsdann aber bleibt 
derselbe so lange bestehen, als die inducirende Ursache sich nicht 
ändert. Erleidet diese aber fortwährende Aenderungen und zwar 
rascher, als der Gleichgewichtszustand hergestellt werden kann, so 
findet eine continuirliche Bewegung des Magnetismus im Innern statt. 
Daraus erhellt schon, dass der Zustand eines magnetischen Eisens, 
etwa einer Kugel, ein ganz anderer ist, je nachdem die Kugel ruht 
oder sich bewegt-, und da der Zustand ein anderer ist, so muss auch 
die Wirkung nach aussen eine andere sein. Wir werden beide Fälle 
betrachten. Der Fall der Bewegung hat ein ganz besonderes Inter- 
esse, weil er in direktem Zusammenhang mit -den Erscheinungen der 
Induktion durch elektrische Ströme steht. 

§4. 

Wirkung eines magnetischen MoIektUs. 

Bevor wir zur allgemeinen Theorie übergehen, beschäftigen wir 
uns mit der Frage nach der Wirkung eines magnetischen Moleküls 
und knüpfen daran einige Bemerkungen. Wir nehmen die Dimensio- 

*) In jedem Molekül bleibt- also (ebenso wie zur Zeit des natürlichen oder 
nichtmagnetiBchen Znstandes) die Menge der nördlichen Flüssigkeit stets ebenso 
gross, wie die der südlichen. 

1* 
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nen des betrachteten Moleküls verschwindend klein gegen die Eni- 
fernung an, in der seine Wirkung stattfindet, machen aber keinerlei 
Voraussetzung über die Vertheilung des Magnetismus in seinem Innern*). 
Wir führen rechtwinklige Coordinaten ein, und bezeichnen die 
Coordinaten eines bestimmten Punlrtes im Innern des Moleküls, etwa 
seines Mittelpunktes, mit x, y, z, diejenigen irgend eines anderen 
Punktes im Innern des Moleküls mit ^ + iCi, y + ^i, ^ + ^i, (so dass 
^i> 2^1 > ^1 <^i6 variabelen Coordinaten eines Punktes im Innern des 
Moleküls bezogen auf den Mittelpunkt desselben sind) und endlich 
die Coordinaten des Punktes, auf den die Wirkung des Moleküls be- 
trachtet wird, mit a, 6, c. Ferner sei ft die magnetische Masse, die 
sich im Punkte a, 6, c befindet, und ft^ diejenige im Punkte a? + ^Cj, 
y + 2/i ? ^ + ^1 • Dann ist die von einem Elemente des Moleküls auf 
die Masse ft im Punkte a, 6, c ausgeübte Wirkung 

worin E^ = (a ■— x — x^y + (6 -- y — yiY + (c — ;sf — jer,)^ 

ist. Die drei Componenten dieser Wirkung nach der Richtung der 
Coordinaten sind: 

(Z) == >->-' ("-3-'- --^^- = -^^,^ 
(2.) (r) = ?^i^Li^9^rzJ^) = _^^^!| 






^8 — rri ^c 



Bezeichnen wir 



(3.) Q = V{a- xY + {h- yf + (c - gf , 

so dass Q die Entfernung des Punktes, auf den die Wirkung aus- 
geübt wird, vom Mittelpunkte des Moleküls bedeutet, so ist durch 
Entwickelung nach Potenzen der kleinen Grössen x^, y^, z^ 

(4.) ^ = i+,.,!| + j,^!|+,,!i+.... 

Lassen wir nun die Voraussetzung eintreten, dass die Dimensio- 
nen des Moleküls gegen q verschwindend klein sind, so können wir 

*) Doch soll bei der gegenwärtigen Betrachtung angenommen werden, dass 
die Vertheilung eine 'bestimmt gegebene und unveränderliche sei, dass also die in 
dem Molekül vorhandene magnetische Flüssigkeit mit seiner ponderablen Masse 
gewissermassen fest verhimden ist. 
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die Quadrate von x^^ y^ und z^ gegen diese Grösse selbst vemacliläs- 
sigen. Demnach werden die Gleichungen (2.) 

o 1 



o 1 

€ — 



ai 



(X) = -^^, g-|_ + x,-^ + yi af +^x 



(5.) 



ij) = 



(Z) = 



a 



1 



ai 



a^j 

ai 



+ *» äf + ^1 äy + ^1 äf 






a-i 

' * a« , 



Durch Ausführung der Summation dieser Ausdrücke über alle Ele- 
mente des Moleküls finden wir als Componenten der auf fi, ausgeübten 
Gesammtwirkung 



X = - ;* ä:; S 



ai 



da 



(6.) 



5^=-f^^2: 



dh 



f*i 



^i 



^ "*" 1 ^a; 



ai ai 



dy 



1 .- ai 



ai 

da; 



'^= — ^Ä^S;*! 



ac 



^ + «1 



ai a-i 



+^1 



dz 

ai^ 

a« 

ai- 

Q 



Q ' '■ dx ^ ^^ dy ^ "^ dz , 
Da aber in einem Molekül die Menge der .nördlichen und der süd- 
lichen magnetischen Flüssigkeit gleich sein muss (Note, Seite 3), so 
ist 2J^^ = . Setzen wir femer 

(7.) Zfi^Xj^ = a , EiL^y^ = ß, Z^i^g^ = y, 

so folgt: 



X= — IL 



da 



aA 



a 



(8.) 






a 



dx 

ü 

dx 

a-i 



ai 



dy 

ai- 



a«j 

ai 
_ ?_ 

a/ 



^=-'*ä7räi + ^4 + ^d« 






Setzen wir also: 

(9.) 

80 wird schliesslich: 

(10.) X = - 



ai- 



ai 

dy 



+ y 



ai 



p 



dz 



dV 






y dV 



dh^ ' ^ de 

Die Grösse F, das magnetische Potential des Moleküls, hängt oflFen- 
bar ab von den drei Grössen a, ß und y, die man die magnetischen 
Momente des Moleküls nennt. Dieselben spielen in der ferneren Theorie 
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eine sehr wichtige Rolle. Ihre Werthe hängen von der Lage des 
Coordinatensystems ab. Es giebt in jedem magnetischen Molekül eine 
Richtung, in Bezug auf welche das niagnetische Moment ein Maximum 
ist, und welche die Eigenschaft besitzt, dass die magnetischen Momente 
in Beziehung auf jede darauf senkrechte Richtung = sind, 
um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir 

(11.) . y? + ß^ + y^ = ö 

und, indem wir uns a, ß und y als Längen auf den Coordinatenaxen 
abgeschnitten denken, construiren wir auch ö als eine Linie; die Winkel 
derselben gegen die Coordinatenaxen seien m, w, p, so dass 

cos w = y ; cos n = -|^ ; cos i> = -y 

ist. Statt der bisherigen Coordinaten x^ y^ z^^ auf welche sich cc, ß, y 

beziehen, führen wir ein neues System X2 J/2 ^2 ®i^' ^^^ haben dann 

X2 = a?! cos (xi, X2) + yi cos (y^, x^) + ^1 cos {0^ , X2) 

und entsprechend «/g ^^^ ^2 • Multipliciren wir beide Seiten der 
Gleichung mit ^^ und nehmen die Summe über das ganze Molekül, 
so wird 

Ufi^x^ = U^i {xi cos.(a;i, X2) + 2/1 cos (y^, x^ + 0^ cos {z^y x^)) 

und wenn wir das magnetische Moment in Bezug auf die neue Coor- 
dinatenaxe x^ d. i. S^iliX^ mit a^ bezeichnen: 

«2 = « cos (iCi, X2) + ß cos (j/i, x^ + y cos {z^ , x^ . 
Diese Formel können wir auch so schreiben: 

«2 = ^ (cos m • cos (a?i, x^ -\- cos n • cos (j/i, ojg) + cos p • (^sf^, ojg)) 

oder auch so: 

(12.) «2 = d cos (d, rCg) . 

Hieraus folgt, dass es eine Richtung der Coordinatenaxe x^ giebt, für 
welche das Moment a^ ein Maximum erreicht, und diese Richtung ist 
die Richtung von d; senkrecht gegen dieselbe sind die magnetischen 
Momente = 0. Diese Richtung heisst die magnetische Axe des Mole- 
küls, und die Grösse 8 das grösste magnetische Moment. 

Dieselbe Eigenschaft, eine magnetische Axe zu haben, besitzt 
jeder magnetische Körper von endlicher Ausdehnung. Denn unsere 
ganze für ein magnetisches Molekül angestellte Betrachtung ist ohne 
Weiteres auf einen magnetischen Körper endlicher Dimensionen an- 
wendbar, wenn wir die Wirkungen desselben auf einen Punkt betrach- 
ten, dessen Entfernung von dem Körper sehr gross ist gegen die 
Ausdehnung des Körpers. Daraus geht hervor, dass jeder m^netische 
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Körper seine magnetischen Momente, folglich auch seine magnetische 
Axe hat. Hierin liegt nichts Hypothetisches. Es wird sich im wei- 
teren Verlaufe ergeben, inwiefern diese Eigenthümlichkeit mit der 
vulgären Ansicht der Magnetpole in Zusammenhang steht. 

Es ist noch zu bemerken, dass S nur eine Bichtung, keinen Ort 
bestimmt. Dieses beruht darauf, dass wir dieselbe Relation (12.) er- 
halten, wenn wir den Anfangspunkt der Coordinaten x^ y^ ^2 g^g^ii 
den von x^y^z^, d. h. gegen den Punkt xyz, verschieben. Bezeichnen 
wir nämlich die Coordinaten des neuen Anfangspunktes in Bezug auf 
den früheren xyz mit E^J, so ist 

^2 = (^1 — l) cos {x^ , x^) + (j/i — ^) cos (j/^ , x^) + (^ — ä) cos (^1 , x^ . 

Multipliciren wir aber hier wieder beide Seiten mit f*i und nehmen die 
Summe über das ganze Molekül, so erhalten wir die frühere Gleichung, 
da l cos (ä?!, x^y ^ cos {y^, x^ und j cos {z^y x^) für diese Summation 
constant sind und 2^^ = ist. 

§ 5. 

Magnetische Pole. 

In den Formeln des vorigen Paragraphen liegt die Erklärung 
gewisser Erscheinungen, die sich in der Wirkung eines Magneten nach 
aussen darbieten. 

Wir legen das (bis jetzt noch unbestimmte) Coordinatensystem 
so, dass seifie x-Äxe der magnetischen Axe des Moleküls parallel ist 
Das grösste magnetische Moment nennen wir m. Ausserdem setzen 
wir fi= 1, d. h. wir nehmen in dem Punkte a6c, auf den die be- 
betrachtete Wirkung stattfindet, die Masse 1 an. Endlich setzen wir: 

E' = ia- xf + (6 - yy + (c - zf 

Alsdann haben das magnetische Potential und die Componenten fol- 
gende Werthe: 

d^- a«- d^- 

X=-m^4-; r= — mxT-4r-: Z m ^ 



da'dx^ db-dx'^ dc*dx 

Bestimmen wir ferner die Richtung der y-Axe so, dass sie mit E (der 
Verbindungslinie der Punkte xyz und aic) und der Richtung der 
a?-Axe (d. i. der magnetischen Axe) in einer Ebene liegt, so wird 
c = z, und man findet durch Ausführung der Differentiation 
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Bezeicimet man ferner die Neigung von E gegen die Richtung von 
X mit ij;, so findet man statt dieser Gleichungen 

__ j 1 J^ = i^cos 1/» . sin -^ 



(3.) 



•^ = :p{^ 



cos 



2 



J57« 



a3c 



Diese Gleichungen führen auf folgenden Satz: Die Wirkung eines 
magnetischen Moleküls auf einen äusseren Punkt kann immer ersetzt wer- 
den durch die zweier magnetischer Funkte^ die 
beide innerhalb des magnetischen Moleküls in 
sehr kleiner Entfernung von einander liegen, 
und in deren jedem m>an sich eine gleiche^ 
aber entgegengesetzte Menge magnetischer Masse 
denkt 

Um diesen Satz zu beweisen, verfahren 
wir so, dass wir 2 solcher Punkte a und ß 
annehmen und ihre Wirkung auf den Punkt 
abc mit der Masse 1 berechnen, wenn in a ^y^ 
die Masse ii und in ß die entsprechende — ft 
sich befindet. Bezeichnen wir ihren unend- 
lich kleinen Abstand von dem Mittelpunkte 
xyz des Moleküls mit d*), so sind ihre Ge- 
sammtcomponenten auf abc 



€t 



A 




Fig. 1. 



x = 



^ {E cos ip — d) 



fjL (E cos iff -\- S) 



(4.) 



[E* sin» ■V + (JB cos V — *)*]* [-B* ein' ■^ + (^ cos * + 9)*]^ 



Y = 



fi E sin ijf 



fi E am ^ 



[E* sin* rp + {E cos'tp — S)*]^ [E^ sin* ^ + (J57 cos i/; + ^)*]* 



Entwickeln wir nach Potenzen von S, so ist mit Vernachlässigung 
von S^ 



(5.) 



X = ^{3 cos« ^ - 1 ) •, r = ^ 3 cos ^ sin ^ . 



Diese Grössen stimmen mit den früheren in den Gleichungen (3.) über- 



em, wenn 



(6.) ' m = 2d^ 

ist, und damit ist der eben aufgestellte Satz bewiesen. 

Nach der Gleichung (6.) ist das magnetische Moment m nichts 
Anderes als das Produkt einer magnetischen Masse mit einer Entfer- 
nung. Auf dieser Bedeutung von m beruht die Vorstellung von magne- 

*) In der Figur soll also die Länge der Linie (aß) gleich 2^, und der Punkt 
xyz im Mittelpunkt dieser Linie gelegen sein. 
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tischen Polen, zunächst eines Moleküls, dann eines wirkliehen Magneten. 
Es ist aber klar, dass diese Magnetpole keine bestimmte Lage haben, 
da die Entfernung d nicht bestimmt werden kann, sondern nur m selbst. 
Auch geht aus unserer Betrachtung hervor, dass es nur dann einen 
Sinn hat, von magnetischen Polen zu reden, wenn es sich um die Wir- 
kung eines Magneten in grössere Entfernungen handelt. 

Dieser Satz, dass statt der Wirkung eines magnetischen Moleküls 
oder eines Magneten, wenn es sich um sehr weite Entfernungen handelt, 
die von 2 magnetischen Punkten substituirt werden kann, erinnert an 
einen entsprechenden Satz der Gravitation. Findet nämlich die Wir- 
kung auf weite Entfernung statt, so ist die Form der anziehenden 
Massen gleichgültig und man kann in erster Annäherung sich die sämmt- 
lichen Massen in einem* beliebigen Punkte innerhalb derselben vereinigt 
denken, in zweiter Annäherung im Schwerpunkte der Massen. Unser 
Satz ist aber diesem nicht bloss analog, sondern identisch derselbe, 
da er nichts weiter sagt, als dass man sich beide Arten magnetischer 
Materie, jede für sich in einem in- 
nem Punkte des Moleküls concen- 
trirt denken darf. 

Auf die obigen Formeln grün- 
det sich eine einfache Methode, die 
Wirkung eines magnetischen Mole- 
küls auf einen beliebigen Punkt durch 
Construktion darzustellen. Es sei 
aß die magnetische Axe, Ä der 
Mittelpunkt des Moleküls, B der 
Punkt, auf den die Wirkung ge- 
sucht wird. Man theile AB = E 
in 3 gleiche Theile, errichte in y ^ 
eine Senkrechte und ziehe d^*); 
dann ist 8B die Richtung der Wir- ä^' 
kung des Moleküls auf den Punkt JB. 

Gesetzt nämlich, es sei dies der Fall, so ergiebt sich mit Rück 
sieht auf (5.) für den in der Figur mit n hezeichneten Winkel die 
Formel: 




Fig. 2. 



(7.) 



• _ X 3 cos* 1/^ — 1 

° Y 3 cos ijj %mtp 



*) Man vrgl. die Figur. Es soll nämich y auf der Linie AB eine .solche 
Lage haben, dass Ay der dritte Theil der Linie AB ist. Ferner soll 8 derjenige 
Punkt sein, in welchem das in y auf J.5 errichtete Perpendikel von der magne- 
tischen Axe aj3 geschnitten wird. 
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(8.) 



Nun ist aber 

ed = E sinip ign, und -4^ = JScos ^, 
mithin : Äd = E (cos ^ — sin ^ tg w) , 
folglich: Äy = E (cos ^ — : sin ^ tg n) cos ^ ; 

und setzt man hierin den Werth von tg n aus der Gleichung (7.) ein, 
so ergiebt sich 

Äy = iE, 

Hiermit ist die Construktionsmethode als richtig erwiesen. 

Als Beispiel derselben benutzen wir die Vorstellung, die man vom 
Erdmagnetismus hatte^ als man anfinge sich mit diesem Gegenstande 
zu beschäftigen, d. h. wir denken 
uns im Mittelpunkte der Erde 
einen Magneten. Die Wirkung 
desselben auf einen Punkt an 
der Erdoberfläche ist analog 
der eines magnetischen Moleküls. 
Wir können also die Wirkung 
des Erdmagnetismus auf eine 
Inclinationsnadel oder vielmehr 
die Bichtüng dieser Wirkung 
mittelst der soeben besproche- 
nen Construktion erhalten. In 
den verschiedenen Breiten finden 
ten wir demnach die in neben- 
stehender Figur angegebenen 
Richtungen. 




Fig. 3. 
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Methode zur Bestimmung der magnetischen Axe eines Magneten. 

Methoden zur Bestimmung der m^netischen Axe und zur Messung 
magnetischer Kräfte und Momente. 

Bei der nachfolgenden Methode, die Lage der magnetischen Axe 
eines Magneten empirisch zu bestimmen, ist eine magnetische Kraft 
vorausgesetzt, deren Sitz unendlich weit entfernt ist; eine solche haben 
wir im Erdmagnetismus. 

Wir verlegen den Anfangspunkt der Coordinaten xyz in den 
Schwerpunkt des zu untersuchenden Magneten: an einer beliebigen 
Stelle xyz desselben befinde sich die magnetische Masse f*. Die Com- 
ponenten des Erdmagnetismus nach den Coordinatenrichtungen seien 
Äy B, C und die Gesammtkraft desselben B. 
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Dann sind die auf ein Theilchen fi des Magneten wirkenden Kräfte 

und folglich die auf den ganzen Magneten ausgeübten 

ÄUfi-, B2iL\ C2J(i. 

Da sich nach unserer Hypothese im Magneten gleich viel positive und 
negative magnetische Flüssigkeit befindet, so sind diese drei Grössen 
= 0. Wären sie nicht = 0, so würde sich eine Ortsverschiebung 
des ganzen Magneten (wohl zu unterscheiden von einer Drehung um 
die Axe) ergeben. Wäre z. B. die senkrechte Componente nicht 0, so 
würde ein Stahlstäbchen , das man an eine Waage hängte und dann 
magnetisirte, sein Gewicht ändern. Das aber ist nicht der Fall. 
Ueberhaupt zeigt die Erfahrung, dass auf den Magneten keine Kraft 
ausgeübt wird, die eine Ortsveränderung desselben hervorbrächte. 
Hierin liegt der empirische Beweis, dass gleich viel positive und nega- 
tive magnetische Flüssigkeit in einem Magneten enthalten ist. 

Geben wir aber dem Magneten eine freie Beweglichkeit um seinen 
Schwerpunkt, so wird er durch den Erdmagnetismus um denselben ge- 
dreht werden; und zwar sind die Drehungsmomente der Componenten*) 

um die x-Axe: 2J(fiyC — ^lsB) = ßC — yB 
(1.) um die y-Axe: 2J (ilzA — ^lxC) = yA — aC 

um die ;sf- Axe: 27 {^ixB — l^^yA) = aB — ßA. 

Die Gleichgewichtslage, die der Magnet unter dem Einfluss des 
Erdmagnetismus annehmen wird, ist also charakterisirt durch die 
Gleichungen 

(2.) ßC-yB^O; 

und hieraus ergiebt sich: 



(3.) 



yA — aC—0] 
a A 


aB- 


-ßA-0; 


y C 





Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Gleichgewichtslage des Magneten 
diejenige ist, bei der seine magnetische Axe die Richtung der Resultante 
der auf ihn udrkenden magnetischen Kräfte hat. 

Kann der Magnet sich nur um eine vertikale Axe drehen (Compaqs) 
so bleibt nur die Bedingung 

*) Vrgl. Seite 6, (7.). Es sind also in den vorstehenden Formeln (1.) die 
Grössen a => Ziix, ß => ^pi^y, y =» 27fi£r zu bezeichnen als die magnetischen Momente 
des betrachteten Magneten in Bezug auf die Coordinatenaxen. 
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(4) aB — ßÄ = 

für die Bestimmung seiner Gleichgewichtslage, wenn wir die Axe der 
als die Vertikale annehmen. Wir bezeichnen den Winkel der Re- 
sultante B des. Erdmagnetismus mit der Vertikalen mit d'\ und den 
Winkel, den die j/-Axe mit der durch R und die Vertikale gelegten 
Ebene bildet, mit q)\ Dann ist 

J? = JR sin d'' cos q/ Ä = B sin d'' sin 9?'. 

Ferner nennen wir die Neigung der Hauptaxe des Magneten gegen 
die Veriikale «ö-, und bezeichnen mit <p den Winkel, den eine durch 
sie und die Vertikale gelegte Ebene mit der y-Axe einschliesst. Setzen 

wir alsdann, wie früher: w=ya^+^^+y^, so wird offenbar: 

a == m sin 'S" sin 9? ß = m sind' cos <p . 

Also ergiebt sich durch Einsetzen in die Gleichung (4.) 

(5.) mB sin d' • sin d"' • sin (9? -^ 9)') = 

oder, da wir die speziellen Fälle, dass einer der beiden Winkel d"^ 0*' 
gerade = sei, ausnehmen 

sin (9? — 9) = 0, d. i.: 9? == 9?'. 

Beim Oleichgewicht fallen also die magnetische Axe des Ma^gneten und 
die Bichtxmg der vom Erdmagnetismus ausgeübten Kraft in dieselbe verti- 
kale Ebene. 

Hierauf beruht die Methode zur Bestimmung der magnetischen 
Hauptaxe. Eine Compassnadel S N zeigt keineswegs (wie man gewöhn- 
lich ganz ohne Grund annimmt) mit ihrer Spitze N die Richtung der 
magnetischen Kraft an. Vielmehr ist die magnetische Axe aß der 
Nadel vorläufig noch eine völlig unbekannte Richtung. Man finde, die- 
selbe sehr einfach dadurch, dass man die Nadel umkehrt, ihre obere 
Seite nach unten legt. Ihre neue Ruhelage ist diejenige, in der aß 
in seiner früheren Stellung liegt, die Nadel also etwa die Stellung 
S' N' erhält. Die magnetische Axe liegt alsdann in der Mitte zwischen 
den beobachteten Lagen SN und S' N\ Um aber diese Correktion aus- 
führen zu können, genügt die gewöhnliche Einrichtung der Nadeln 
nicht, sondern es ist eine sehr einfache Verbesserung nothwendig. 
Diese besteht darin, dass die Nadel auf beiden Seiten ein Hütchen 
hat, in dem sie sich auf der Spitze drehen kann; sodass man sie 
bald mittelst des einen, bald mittelst des anderen Hütchens auf die 
Spitze aufsetzen kann. 

Ein ganz ähnliches Verfahren wendet man bei einem frei schwe- 
benden Magneten an. Man hängt denselben mittelst einer Hülse auf, 
in die man ihn in verschiedenen Lagen hineinstecken kann. Dreht 
man ihn in dieser Hülse um 0^, 90^ 180" und 270" und beobachtet 
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man jedesmal seine Gleichgewiclitslage, so erhält man aus diesen vier 
Beobachtungen Mittel zur Bestimmung der Lage der Hauptaxe. Das 
feinere Verfahren ist folgendes: Wegen der Luftströmungen u. s. w. 
wendet man sehr schwere Magnete an (Gauss fast nie solche unter 25 
Pfund). Der Magnet hängt in einer Hülse, in der er frei drehbar 
ist; an einem Ende trägt er einen Spiegel S, der durch Stellschrauben 
verschiebbar ist. Auf diesen Spiegel ist ein Femrohr mit einer Scala 
gerichtet, deren Spiegelbild man mit dem Fernrohr beobachtet. Man 
stellt den Spiegel so ein, dass man mit dem Fernrohr immer densel- 
ben Theilstrich der Scala sieht, in welcher Lage sich auch der Magnet 
in seiner Hülse befindet. Ist dies der Fall, so ist der Spiegel senk- 
recht gegen die Hauptaxe des Magneten. 

§ 7. 

Methode zur Bestimmung des magnetischen Moments und des 

Erdmagnetismus. 

Um den Grundgedanken zu zeigen, der allen gebräuchlichen Me- 
thoden zur Bestimmung des magnetischen Moments eines Magneten 
und gleichzeitig zur Messung der horizontalen Componente des Erd- 
magnetismus zu Grunde ' liegt, behandeln wir nur eine dieser Methoden, 
nämlich die unter dem Namen der Gauss'schen Methode bekannte. Der 
Grundgedanke aller dieser Methoden rührt von Poisson her; aber Gauss 
hat das Verdienst, die Methode experimentell so ausgebildet zu haben, 
dass sie an Genauigkeit der Resultate jeder physikalischen oder astro- 
nomischen Beobachtungsmethode gleich kommt. 

Die Methode besteht aus zwei getrennten Operationen. Man beob- 
achtet zuerst die Schwingungsdauer des horizontal unter dem Einflüsse 
des Erdmagnetismus schwingenden Magneten. 

Darauf lässt* man denselben Magneten (ruhend) auf einen zweiten 
um eine vertikale Axe frei beweglichen Magneten (Compassnadel) ein- 
wirken imd beobachtet die Gleichgewichtslage, welche dieser letztere 
Magnet unter dem Einfluss des erstem und des Erdmagnetismus an- 
nimmt. Diese beiden Beobachtungen genügen, um die horizontale Com- 
ponente des Erdmagnetismus und gleichzeitig das magnetische Moment 
des Magneten zu finden. 

Erste Operation: Seobachtung der horizontalen Schwingung des Mag- 
neten, Nach § 6 ist das Drehungsmoment der Wirkung des Erd- 
magnetismus auf den Magneten in Bezug auf die vertikale Axe (die 
jsr-Axe) gleich 
(1.) dB - ßA 
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Kg. 4. 



oder nach der ebenfalls in § 6 eingeführten Bezeichnung 

(2.) Em sin d' sin d'' sin {(p — 9?') . 

Der Ausdruck (1.) zeigt, dass die Drehung ^ 
der magnetischen Axe von der a;-Axe zur 
y-Axe als positiv angenommen ist; dagegen 
ist der Winkel 9? und q/ in der entgegen- 
gesetzten Richtung gerechnet, da sie die 
Winkel der Projektionen von R und der 
magnetischen Axe mit der y-Axe sind. Um 
unsere Bezeichnungen in üebereinstimmung 
zu bringen, wollen wir jetzt als positiv 
diejenige Drehung festsetzen, welche von 
der positiven y-Axe zur positiven ir-Axe 
geht, d. i. (wie man sofort aus der Zeich- 
nung sieht) diejenige Drehung, welche den Winkel 9? vergrössert. 
Nach dieser Annahme ist das auf den Magneten wirkende Drehungs- 
moment 
(2'.) Rm sin d" sin d'' sin (9?' — 9?); 

und dieser Ausdruck zeigt, dass die Drehung positiv ist, wenn 9? < 9?', 
negativ wenn 9? > 9?', und dass Ruhe eintritt, wenn 9? =*= 9?'. 

Nach der Theorie der Pendelbewegung gilt für die Schwingung des 
Magneten, wenn M sein Trägheitsmoment ist, die Differentialgleichung 

(3.) ■^'dF "^ ^^ ®^^ ^ ®^^ ^' ®^^ ^^' """ ^^ • 

Da der Magnet horizontal schwingen soll, so ist sin »^ = 1; man 
erreicht aber in Wirklichkeit dies nie genau, und es ist daher. sin -ö* 
nur nahezu = 1, weshalb wir diesen Faktor als Correktion beibehalten. 
Es ist ferner R sin d'' die horizontale Componente des Erdmagnetismus, 
die wir mit H bezeichnen. Endlich nehmen wir an, der Magnet ent- 
ferne sich nur um sehr kleine Bogen aus dem Meridian, es sei also 
9) immer nur sehr wenig von q/ verschieden, so dass wir « 

sin (9? — 9?') = sin ^ = ^ 

setzen können, wo ^ die Ablenkung aus dem Meridian bedeutet. 
Bei wirklichen Beobachtungen giebt man in der That diesem Winkel 
^ immer nur sehr kleine Werthe, wenige Grade oder Bruchtheile von 
Graden, da man dieselben mit Spiegelapparat u. s. w. mit ausser- 
ordentlicher Genauigkeit messen kann. 

Hierdurch verwandelt sich die Gleichung (3.) in die folgende 



(4.) 



M 



dt* 



= — Hm sind' ' ip 
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und daraus ergiebt sich unmittelbar für die Schwingungsdauer T 



ml /Um Bin ^ 

oder es ist 

(5.) Hm = y?^ . 

Durch diese Gleichung ist das Produkt Hm durch bekannte Grössen 
ausgedrückt, wenn noch %• und M durch vorgängige Beobachtungen 
bestimmt sind. 

Vor Poisson hatte man nur diese Formel zur Bestimmung der 
Kraft des Erdmagnetismus. Man beobachtete die Schwingungsdauer 
desselben Magneten an verschiedenen Stellen (Hansteen). Abgesehen 
davon ; dass diese Methode die Kraft nicht auf absolutes Maass zurück- 
führt, trifft sie der Vorwurf, dass m sich sehr leicht ändert und man 
kein Mittel besitzt zu entscheiden, ob m sich geändert hat oder H] 
denn diese Kraft H ist keineswegs so constant wie die Intensität der 
Schwere. Solche Aenderungen des magnetischen Zustandes eines Mag- 
neten, also des Moments m, werden nicht allein durch Erschütterungen, 
Stosse u. s. w., die zu vermeiden sind, hervorgebracht, sondern auch 
durch Temperaturänderung und Umstände, die man nicht in seiner 
Gewalt hat. Den Einfluss der Temperaturvariation suchte man dadurch 
zu umgehen, dass man den Magneten vor Beginn der Beobachtungen 
wiederholt in die beiden äussersten Temperaturen brachte, zwischen 
denen beobachtet werden sollte; dadurch wird allerdings der magne- 
tische Zustand constanter; aber man hat, wie gesagt, kein sicheres 
Mittel zu entscheiden, ob wirklich m constant geblieben ist; und auch 
hievon abgesehen würde die Anwendung dieser Methode immerhin ab- 
hängig sein von der Existenz eines bestimmten Normal-Magneten. 

§ 8. 

Fortsetzung. 

Die zweite Operation: die Beobachtung des Ausschlags eines zweiten 
Magneten unter dem Einflüsse des untersu^chten, hat den Zweck, den an- 
gedeuteten Uebelstand zu vermeiden und H und m getrennt von ein- 
ander zu bestimmen. 

Es sei AB die magnetische Axe des untersuchten Magneten, und 
A^B^ die des unter seinem Einflüsse aus dem Meridiane C^y^ abgelenkten 
Magneten, der sich um eine in C^ senkrechte Axe z^ frei bewegen kann. 
Wir bezeichnen die Entfernung der Mittelpunkte G und C^ beider 
Magnete mit a und den dieser Entfernung entsprechenden Ausschlag 
des beweglichen Magneten mit ^j. 
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Zur VervoUständigimg dieser Bezeichnungen ist noch Folgendes 
hinzuzufügen. Wir denken uns 0wei einander parallele rechtwinklige 



y 

A 





>«*^^ 



rig. 5. 

Coordinatensysteme xy0 und x^y^z^, deren Anfangspunkte resp. in G 
und G^ liegen. Und zwar sollen die Axen e und z^ vertikal, ferner 
die Ebenen yä und y^z^ parallel dem magnetischen Meridian, endlich 
die Axen x und x^ von der Richtung AB, oder (was dasselbe, vrgl. 
die Figur) von der Richtung GG^ sein. Gleichzeitig beziehen wir ein 
Massentheilchen ft im festen Magneten auf die Coordinaten xyZy da- 
gegen ein solches ^n^ im beweglichen auf x^y^Zy^. 

Bezeichnet E die Entfernung zwischen ^n und ^i, ist also 

SO sind die von ^ auf ^^ ausgeübten Kraftcomponenten 

y __ /^^i (g + ^i --^) . y^ l^l^i iVi — y) . y ^^ ft^i(^i— g) 



^« + 



^« + 



j5;"+ 



Wir nehmen dabei die bisher gemachte Voraussetzung, dass w = 2 
sei, oder dass magnetische Massen nach dem umgekehrten Quadrate 
der Entfernung auf einander wirken, noch nicht als bewiesen an, son- 
dern werden zeigen, wie dieses Gesetz experimentell bewiesen werden 
kann und bewiesen worden ist. 

Das von diesen Kräften herrührende, auf den beweglichen Mag- 
neten wirkende Drehungsmoment um die Axe ^^ (oder die in G^ senk- 
rechte Drehungsaxe) ist im Sinne des wachsenden ^^i 

y^X—x^Y. 

Daher erhält man durch Bildung aller Componenten für die Ruhe- 
lage des abgelenkten Magneten die Gleichung 



(1.) SS^^ij 



Vx {a + x^ — x) — x^ {y, — y) 



1 — Hm^ sin d-j^ sin ^^ = , 
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worin m^ das magnetische Hauptmoment des beweglichen Magneten, 
d'i die Neigung seiner Hauptaxe gegen die Axe is^ ist, und die beiden 
Summen über sämmtliche Elemente beider Magnete auszudehnen sind. 

Durch Entwickelung nach , - — -, ~ hat man, mit Ver- 

tt a Cu 

nachlässigung der Quadrate dieser Grössen, 
(2.) ^ + 1= r;r4n = ~H^U (^+^)^^ 

Es soll nämlich die Entfernung a im Verhältniss zu den Dimensionen 
des Magneten, also zu jedem möglichen Werthe von a?, ir^, u. s. w. 
gross sein; ob im speziellen Falle die Vernachlässigung der Quadrate 
erlaubt ist, muss die weitere Durchführung der Entwickelung nach 
Potenzen zeigen. 

Setzt man den Werth aus Gleichung (2.) in (1.) ein, so findet 
man, ebenfalls mit Vernachlässigung von x^ "und x^ gegen a* 

(30^SS/^/^i{yi((« + ^i"^) — (w + i)(^i — ^))-^i(yi--y))~ 

— Hm^ sin d'^ sin ^j = . 

Wegen der angenommenen Lage der Coordinatenaxen ist aber 

2^^ = ; ZIfiy = 5 2Jfi0 = ; U^ix == m . 

Folglich erhält man durch Ausführung der Summen nach ^ (oder 
X, y und d), indem man berücksichtigt, dass dabei x^, y^ und z^ als 
constant anzusehen sind, 

(4.) n+i Si^iyi ( — m + (w + 1) mj — Hm^ sin %'^ sin ^1 = 

(4'.) d. i.: — XT ^^iVi — Hm^ sin d'^ sin ^^ = 0. 

Es ist aber das magnetische Moment des beweglichen Magneten 
in Beziehung auf die im Meridian liegende y-Axe 

^^lyi = % sin d'i cos ^1 . 

ü 1 T 1- • j nmm. sin «Ö*! cos -^j „ • o. • * n j • 

Folglich wird — ^^^ — — Hmi sm d'^ sm ^^ = , d. 1. 



a 

nm 



a'^'^^H' 



(5.) tg ^1 = 

Ist wirklich w = 2, so muss 

(6-) *8^i=S 

sein, oder es müssen sich die Tangenten der Ablenkungswinkel um- 
gekehrt verhalten wie die Guben der Entfernungen der beiden Mag- 
neten von einander. Durch Vergleichung dieses Gesetzes mit der 
Beobachtung für verschiedene Werthe von a wäre ein exakter Beweis 

Nbuhann, Vorl. über Magnetismus. 2 
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B 



■^JC 



zu liefern, dass die Wirkung magnetischer Massen auf einander nach 
dem umgekehrten Quadrate der Entfernung stattfindet. 

Es giebt aber noch ein an- 
deres Mittel^ n zu bestimmen, das a 
Gauss angewandt hat. Derselbe 
hat durch diese äusserst sinn- 
reiche Methode zuerst einen si/ren- 
gen Beweis des Gesetzes geliefert^ 
dass die Wirkung magnetischer 
Massen dem reciproken Quadrate 
der Entfernung proportional ist. 
Giebt man dem Magneten statt 
der früheren Lage die in neben- 
stehender Figur angedeutete, d. h, 
legt man seine Axe sankrecht 
gegen den Meridian, und die Ver- 
bindungslinie der beiden Mittelpunkte 6 in den Meridian, so gilt statt 
der Gleichung (1.) folgende: 

Vi {a?i — .'c) — octiP + Vi — y) 




Fig. 6. 



f*f*l 



! 



Ausserdem ist in diesem Falle 
1 1 



l — Hm^ sin ^^ sin ^^ = . 



__i^j._(„+,)it.j. 



&» + ! 



Folglich hat man durch Einsetzen und Vernachlässigung von y^ und 
j/i^ gegen 6^ 

SSi^i^i{yi(^i~^)— ^i((*+yi— y)-(^+i)(yi— y))l--^%sin^isin^i 

und durch Ausführung der Summe nach ^ findet man, da, wie früher, 
27/Lt = 0; Z'fty = 0; I^^iz = 0; Z'fta; = m ist, die Gleichung: 

AM 



=0 



d. i. 



(7.) d. i. 



mm. sin d", cos ip, ^r • o. • , n 

— - — ^qjj — — JBTmi sm -ö-i sm ^i = 



Z>"+ 



tg ^1 = T^n,'*) 



Macht man a = b, so verhalten sich in beiden Fällen die Grössen der 



*) Während also im vorhergehenden Falle der durch (6.) bestimmte Winkel 
-^1 positiv war (übereinstimmend mit Fig. 6); ergiebt sich im gegenwärtigen Falle 
aus (7.) ein negativer Werth von ipi (was übereinstimmt mit der in Fig. 6 ge- 
gebenen Darstellung). 
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Ablenkungen wie w:l (Gleichungen (5.) und (7.)); die Beobachtung 
ergiqbt wie 2:1; und hierin liegt der Beweis, dass n = 2 ist, 

Fasst man jetzt die durch beide Theile der Beobachtungsmethode 
gelieferten Formeln (5.) § 7 und (6.) § 8 zusammen, 

TfTT-- — ^=^Hm und tg^i = -o-Tr, 

so erhält man schliesslich für die gesuchten Grössen H und m die 
Ausdrücke 

^^'^ ^ ~ a» T« sin -Ö- tg -Vj 

^^'^ ^ ~ 2T«Binö^ • 

Dadurch sind beide Grössen auf absolutes Maass zurückgeführt und 
durch direkt zu beobachtende Grössen ausgedrückt. Die Intensität 
des Erdmagnetismus ist dadurch ebenso präcis bestimmt, wie die 
der Schwerkraft durch den Fallraum oder das Pendel. 

Die Arbeit von Gauss über diesen Gegenstand (intensüas vis 
magneticae terrestris) findet sich in den Schriften der Göttinger Societät 
von 1833; das Studium derselben ist sehr zu empfehlen. 

§ 9. 

Potential eines magnetischen Molekfils anf ein anderes. 

Die im letzten Paragraphen angestellte Betrachtung bezieht sich im 
Grunde auf zwei magnetische Moleküle, da wir die Quadrate der Dimen- 
sionen vernachlässigt haben. Begnügen wir uns aber mit der Herleitung 
der Formeln für Moleküle, so gelangen wir weit einfacher zu demselben 
Ziele, wenn wir, statt von den Componenten der ausgeübten Kraft, 
von dem Potential des ruhenden magnetischen Moleküls auf das beweg- 
liche ausgehen. 

Wir nennen die Coordinaten des Mittelpunktes des festen Mole- 
küls xyz, die des Mittelpunktes des beweglichen abc, die eines Massen- 
theilchens ^^ im letztern bezogen auf den Mittelpunkt desselben 
^i^i^i? ^Isö ^^® absoluten Coordinaten des Theilchens a + ir^, 6 + J/i, 
c -{- ^i. Ferner bezeichnen wir mit E die Entfernung der beiden 
Mittelpunkte von einander, und mit q die Entfernung des Theilchens 
ft^ vom Mittelpunkte xyiss des festen Moleküls, d. h. wir setzen 

q'= {a + x,- xy+(b -f y, - yy+(c + z,- zf 
E^={a- xf + (b — yf + (c - z)\ 

Endlich behalten wir die Zeichen m, m^, -9*, -9*1, ^, ^^ in der 
bisherigen Bedeutung bei und nennen die Werthe der magnetischen 
Momente nach den 3 Coordinatenaxen a, j5, y, a^, jS^, y^. 
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Nach der Formel (9.) § 4 ist das Potential des festen Moleküls 
auf das Theilchen ^^ ^ 



f*l ''^Xi yi *, — ^1 



a 



d- d- d- 

'^ß-^ + r ' 



dx * ^ dy * '^ dz ) 
und durch Entwickelung nach Potenzen von x^j y^ und ^j 



{dV 
Vabc + Ä?i — g^ T 



dV. 



abc 



+ «1 



dV. 



abc 



y^' dh ' '^1 de 

Hier bezeichnet Vabc den Werth des Potentials des festen Moleküls auf 
den Mittelpunkt ahc des beweglichen Moleküls, d. i. den Werth von 
Vx^y^z, für iTi = j/i = jßfj = 0, so dass also 



Va 



bc 






dx ^ ^ dy ^ '^ dz 
ist. Folglich wird das Potential des festen Moleküls auf das ganze be- 
wegliche Molekül 



dV. 



V =^lL^V:c,y,z, = «i "£- + ßi 



dV 



abc 



da 

und durch Einsetzen des Werthes von Vab* 

1 .1 .1 



db 



+ ?! 



dV 



abc 



de 



(1.) F= «, 



dx 



dy 



dz 



da 



+ ßi 



^-jp d-^ d^ 

d\a- 1- ß-^^ + y 



dx 



dy 



dz 



db 



+ ri 






dx 



dy 



dz J 



de 



oder 



(2.) 



F=a, 



+ A 



asJL g«i_ 3«A 



da -dx 
^4 



CC 7^. 



+ yi « 






+ /3 



+ ^ 



da 


•ay 


a« 


1 

E 


a& 


'dy 


a« 


1 



aa • dz. 
^« 1 



+ y 



+ ? 



E 



db • a^J 
1 



a- 



^ 



dc'dx ' ^dc-dy ' ^dc'dzf' 
Diese allgemeine Gleichung vereinfachen wir dadurch, dass wir die 
frühere spezielle Voraussetzung eintreten lassen, dass diea:-Axe mit der 
magnetischen Axe des festen Moleküls zusammenfalle, dass also 

a = m; /J = 0; y = 0. 
Dann ist 



(3.) 



F=w 



8»— 



B 



db -da; 



+ yi 



E 



dc' dx 
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Nach der früheren Bezeichnung ist 

ccj = m^ sin d'^ sin ^^ ; ßi = m^ sin ^^ cos ^^ ; y^ = m^ cos %'^ 

und durch Einführung derselben wird die Gleichung (3.), wenn man 
zugleich die angedeuteten Differentiationen ausführt, 

Nehmen wir nun das bewegliche Molekül um eine durch seinen 

Mittelpunkt abc der z-kxQ parallel gelegte Axe drehbar an, so ist das 

dV 
diesem Potential angehörige Drehungsmoment um diese Axe: — ^ — . 

Denken wir uns ferner die j8f-Axe veitikal, und die jSfy-Ebene parallel 
dem magnetischen Meridian, so wird der Erdmagnetismus auf dieses 
drehbare Molekül das Drehungsmoment ausüben: — Hm^ sin ^^ sin ^j, 
(ebenso wie früher Seite 18). Polglich gilt für die Ruhelage des Mo- 
leküls die Gleichung 

dV 
(5.) ^ -|- Hm^ sin -ö*! sin ^i = 

und diese wird durch Einsetzen von V aus Gleichung (4.) 

(5'.)m((;|5 -3^^') cos ^, + 3 (-«-Tl^L^r^sin^^j-^sin^^ =0. 

Diese Gleichung wenden wir an auf die beiden in § 8 behandelten 
Fälle. In beiden befanden sich die Magnete in derselben horizon- 
talen Ebene, es ist also in beiden j8f = c. Im ersten Falle liegt femer 
der Mittelpunkt des beweglichen Moleküls in der Hauptaxe des festen, 
es ist also 6 = y; für diesen Fall ist also: E = a — X] und es ver- 
wandelt sich die Gleichung (5'.) in die folgende 

-^ cos ^1 — H sin ^j = 
(6.) oder tg ^i = ^^. 

Im zweiten Falle liegt der Mittelpunkt beider Moleküle im Meri- 
dian, es ist also a = a; und E^ = (b — j/)^; folglich geht die Glei- 
chung (5'.) über in 

Ml 

— ^ COS ^1 — H sin ^j = 
(7.) d. i. % tg^i= -^. 

Beide Formeln (6.) und (7.) stimmen mit den Formeln (6.) und (7.) § 8 
vollkommen überein. 
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§ 10. 

Potential eines endlichen Magneten anf einen Pnnkt ausserhalb 

oder innerhalb. 

Bas Potential eines endlichen Magneten besteht aus einer Summe 
von Ausdrücken der Form 

d— d-- aJ- 

""-JF + P^-d^ + ^^-dF^ 

deren jeder das Potential eines im Magneten enthaltenen Moleküls be- 
zeichnet. In demselben sind x^ y, z die Coordinaten dieses Moleküls^ 
^n; /^ni ?^n sciuc Momeutc nach den Coordinatenaxen und q^ seine 
Entfernung von dem Punkte ausserhalb ^ auf den das Potential gesucht 
wird, dessen Coordinaten wir mit a, 6, c bezeichnen. 

Um diese Summe in ein Integral zu verwandeln, stellen wir fol- 
gende Betrachtung an. An der Stelle xyz construiren wir ein räum- 
liches Element, das wir mit C9 bezeichnen. In demselben befindet sich 
eine grosse Anzahl magnetischer Moleküle; die Lage der "Hauptaxe der- 
selben, mithin die Werthe der drei magnetischen Momente werden 
bei denselben im Allgemeinen verschieden sein; dagegen gehört allen 
dasselbe ^ an, weil sie sich in dem äusserst kleinen Volum o be- 
finden. Das Potential dieses Elementes o ist also 

ai a- d- 

d- a- d- 
(1.) +««äJ + ^^ä7+^^^ 



a- a- a- 



wo n die Anzahl der im Elemente o enthaltenen magnetischen Mole- 
küle bedeutet. Das arithmetische Mittel aus allen n Werthen der a 
sei «Q, ebenso das der /3 /3q und das der y y^. Dann ist 

(2.) /Ji+/32+ /3«=w^o 

^1 + ^2+ y« = **yo^ 

Ist ferner Ä die Anzahl der magnetischen Moleküle in der Volumein- 
heit, so ist 



§11. Potential einer magnetischen Kugel auf einen Punkt. 
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Setzt man also: ^«0=«? ^ßo^^ßi ^yo^^^j ^^ wird: 

«1+^2+ + CCn = ÄCJ • «()= «CD, 

(2'.) /3i + /3,+ +ß,^Tca)'ß,= ß(o, 

folglich das Potential der im Raumelemente co enthaltenen Moleküle 

« 1 



(3.) 



(D 



a 



9 



+^ß^ + Y 



dx ^*^ dy 
und das Potential des ganzen Magneten 



ai 

dz 



(4.) 



<2 = S 



G) 



a 



a- a- a- 



dx * ^ dy ' '^ dz f 

Diese Summe verwandelt sich sofort in ein bestimmtes Integral, wenn 
die Grössen ce, ß und y irgend einem stetigen Gesetze der Aenderung 
mit der Lage von o folgen. Alsdann wird nämlich cd = dx dy d» und 



(5.) 



«-/// 



dx dy dz 



ai 



a 



ai 



+ ß^ + Y 



ai 

9 



dx ' ^ at/ ' dz f 
wo die Integration über den ganzen Magneten auszudehnen ist. 

Die Bedeutung der Grössen a, ß, y ergiebt sich leicht daraus, 
dass a dx dy dz das magnetische Moment des Raumelements ist, also 

jffcc dx dy dz, über den ganzen Raum v des Körpers ausgedehnt, 

das magnetische Moment der in dem ganzen Räume v enthaltenen 
Moleküle; folglich wäre, a constant gesetzt, av das Moment von v 
und a das der Einheit des Volums, diese erfüllt gedacht mit der im 
Elemente dxdydz stattfindenden Yertheilung, also in magnetischer 
Hinsicht vollkommen homogen gedacht. Es sind daher a, ß, y die 
magnetischen Momente der Volumeinheit nach den Coordinatenrich- 
tungen, wenn man sich die Volumeinheit mit der im Elemente des 
Volums stattfindenden Vertheilung erfüllt denkt. 



§ 11. 

Potential einer gleichförmig magnetisirten Kngel. 

Von dem Ausdrucke für das Potential eines endlichen Magneten 
(Gleichung (5.) § 10) machen wir eine spezielle Anwendung auf den 
Fall, dass der Magnet eine gleichförmig magnetisirte Kugel ist, dass 
also an jeder Stelle desselben a, ß und y denselben Werth haben. 
Wir werden später zeigen, dass ein solcher Zustand nicht allein denk- 
bar ist, sondern dass wir sogar in unserer Gewalt haben^ ihn herzu- 
stellen. Siehe § 18. 
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In diesem Falle ist die Integration des Ausdruckes 



aA 



(1.) Q=yJJ äxdydz-^^ + ßjjj dxdydz-^ + yjjj dxdydz^ 

in welchem die Integrale über den ganzen Raum der Kugel, deren 
Radius R, auszudehnen sind, leicht ausführbar. Es genügt^ den 
Werth von ' 

• « 1 



fffdxdydz-^ 



zu suchen. Man hat durch Ausführung der Integration nach x 



fffdxdydz-^^ffdydz 



1^ 



^ 

P« 



wenn a und ß die zwei Punkte sind, in denen eine a;-Coordinate die 
Oberfläche der Kugel schneidet, und Qp und Qa die Entfernungen die- 
ser beiden Punkte a und ß von dem Punkte P oder ahc bezeichnen, 
auf den das Potential gesucht wird. 




Sf^ 



Fig. 7. 



Nennen wir das Oberflächenelement der Kugel do und bezeichnen 
mit {B,x) den Winkel, den der nach Aussen gerechnete Radius mit 
der Richtung der positiven x bildet*), so ist 



für jede Stelle' /J 
dagegen für jede Stelle a 



dy dz = do cos {JRjX) 
dy dz = — do cos (RyX) . 



Dadurch wird das über die ganze Kugeloberfläche auszudehnende Integral 



*) Diese Richtung der positiven x-Axe ist in der Figur vertikal nach Oben 
laufend zu denken. 
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JJdy Ci.(f - f ) =p-l^^-?l + fdp '-^ 

und hier ist das erste Integral rechter Hand über die nach der posi- 
tiven a;- Richtung gelegene Hälfte der Kugelfläche auszudehnen , das 
zweite über die andere Hälfte. Also wird: 

d- 



jjjä. dy d. ^ ^ffdy d.(^ - 1)=/! 



; 



wenn wir das letzte Integral über die gesammte Oberfläche der Kugel 
ausdehnen. 

Bemerken wir nun, dass die Integration der beiden übrigen Theile 
von Q die entsprechenden Ausdrücke liefern wird, so finden wir, dass 

Q ^ fß^Q I « C08 {B, a;) + P cos (ig, y) + y cos {B^ z ) \ 

ist, wenn das Integral über die ganze Kugelfläche genommen wird. 
Bezeichnen wir mit (w»,rB), (m,j/) und (m,jSf) die Winkel, unter denen 
die magnetische Axe der Kugel gegen die Coordinatenaxen geneigt 
ist; setzen wir also 

cos (m, x) == : cos (m, y) = , l_, . -r= ; 

cos (m, z) = 



so ergiebt sich 

Q =)/a^-(- j5^+y2 / - 1 cos(m,a;)cos(jB,a:)4-cos(m,y)cos(jB,j/) + cos(w,;ef)cos(ü,;8) 
oder 

(3.) Q = yä^.f-ßr:ffräojosj^n^ ^ 

wo (in,R) der Winkel ist, den der Badius R des Elementes do mit 
m, d. i. mit der Richtung der magnetischen Axe bildet. 

In dieser Gleichung liegt eine Bestätigung eines allgemeinen Satzes 
aus der Theorie der Anziehung, der darin besteht, dass man die Wir- 
kung von Massen innerhalb einer Oberfläche auf einen Punkt ausserhalb 
derselben ersetzt denken kann durch eine bestimmte Masseftvertheilung auf 
der Oberfläche selbst. In diesem Falle ist nach der Gleichung (3.) die 
auf dem Oberflächenelement do vorhandene Masse 



(4) = doYa^ -I- /ja + y2 ^j^g (^^ jB) ^ 
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Um von dieser Massenbelegung eine anschauliche Vorstellung zu 
erhalten, denke man sich die Kugel in der Richtung ihrer magneti- 
schen Axe m, welche etwa vertikal nach Oben 
laufen mag, um eine unendlich kleine Strecke 
d verschoben, und den von der Kugeloberfläche 
bei dieser Verschiebung beschriebenen scha- 
lenförmigen Baum mit homogener Masse von 

der Dichtigkeit J-l^^^+E^ erfüllt, und 

zwar der Art, dass diese Dichtigkeit im obern 
Theil des schalenförmigen Raumes positiv, 
im tmtem hingegen negativ ist. Die in sol- 
cher Weise construirte, die gegebene Kugel ^'^' ®- 
umhüllende Massenschicht wird alsdann die gesuchte sein, nämlich 
diejenige, welche durch die Formel (4.) dar- 
gestellt ist. 

Zur Berechnung des Werthes von Q aus 
Gleichung (3.) führen wir Polarcoordinaten 
ein, zu deren Axe wir die vom Kugelmittel- 
punkte nach dem gegebenen Punkte P (abc) 
laufende Linie E wählen. Dann ist nach der 
gewöhnlichen Bezeichnung 

cos (m,B) = cos d" cos -9*' + sin -ö* sin d'' cos 9? 

do = R^ sin d'dd' dtp 




Q^ = E^+BJ'-2ER cos ^, 



folglich ist 



7t 27t 



^ TJ9-I /~5r~i — ^9~~i — 9 ff^^ ^ dO" dw { COS «ö* cos &•' + sin 9" sin 9' cos op } ^ . 

r ^ ^ ^ ^ JJ YE^ + B^ — 2 EB cos» ' 





TT 



(5.) 



Q = 2 nB^Ya^ + ~ß^ + y* • cos »' f 





d%' sin '9' cos %^ 



YE^ 4- Ji« — 2 EB cos «• 



Die weitere Ausführung der Integration ist verschiedeü, je nach- 
dem der Punkt P ausserhalb oder innerhalb der Kugel liegt. Und 
zwar wird dabei wesentlich zu beachten sein, dass die Wurzel, welche 
die Entfernung zweier Punkte angiebt, immer positiv zu nehmen ist. 

Für den Fall, dass P ausserhalb liegt, dass also E> R ist, er- 
halten wir durch partielle Integration 
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(6.) d. i. Q^ ^nB^Va^+^^ + '^-co^»' 

Die Bedeutung dieses Ausdruckes ist, dass die Kugel auf einem 
äusseren Funkte so mrkt, wie ein in ihrem Mittelpunkte befindliches mag- 
netisches Molekül, dessen. Motnente ^TtR^a^ ^TtR^ß^ ^jcB^y sind. Zur 
Vergleichung mit dem Ausdrucke für das Potential eines magnetischen 
Moleküls (Gleichung (9.), § 4) führen wir wieder rechtwinklige Coor- 
dinaten ein. Dann wird: 

E^={a — xy+Q) -yf+ic -jsf 

cos -9"' = « (« — ^) + P (^ — y) + y (g — ^) 

(6'.) mithin: Q==i^B'[ « (« ^ ^) + P (^7^)ilL(lz-_^ j 



«^TT + z'-^ + y 



(7.) d.i.: Q^inR^\.^^ v . ,y . r ,, 

und diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (9.), § 4 überein. Damit 
ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 

Ist aber E <. R, d. h, liegt P im Innern der Kugel, so erhalten 
wir, (indem wir bei der Einführung der Grenzen die Wurzel immer 
positiv zu nehmen haben) den Werth: 

(8.) * Ö = i 7cEy^^^ß^+ f • cos d'' 

und wenn wir dies nach den obigen Formeln auf rechtwinklige Coor- 
dinaien beziehen, 

(9.) Q = i^{(^(a-x) + ß(b^y) + Y{c-is)}. 

In dieser Gleichung liegt das bemerkenswerthe Resultat, dass die Wir- 
kung der magnetischen Kugel auf jede Stelle in ihrem Innern dieselbe 
ist. Denn aus* derselben folgen durch Differentiation nach a, 6, c, 
den Coordinaten des Punktes P, folgende Ausdrücke für die Com- 
ponenten der Kraft 

da ^ 

(10.) Y=-f^ = -i«ß 

Es wird also ein Massentheilchen + ^ mit der Kraft \%a^ in der 
negativen Richtung getrieben*), und ein anderes — ^ mit derselben 



*) D. h. in der negativen Richtung der a;-Axe. 
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Kraft in der positiven*, folglich geht die Wirkung dieser Kräfte dahin^ 
jedes Molekül im Innern in einen Magneten zu verwandeln, seine mag- 
netischen Flüssigkeiten in der Richtung der magnetischen Axe zu 
trennen,, aber so, dass die Vertheilung die entgegengesetzte werde von 
der im Magneten vorhandenen. Hieraus geht hervor, dass ein sol- 
cher magnetischer Zustand, wie wir ihn in der Kugel vorausgesetzt 
haben, gar nicht ohne äussere Kräfte bestehen . kann. 

Aus unsem Formeln ergiebt sich unmittelbar das Potential einer 
gleichförmig magnetisirten Eugehchale auf einen Punkt ausserhalb oder 
innerhalb derselben oder im Innern ihrer Masse selbst. Die Kugel- 
schale sei begrenzt von zwei concentrischen Kugeln, deren Radien R^ 
und R2 sind. Denkt man sich auch die innere Kugel in derselben 
Weise mit homogen magnetischer Masse erfüllt, so ergiebt sich un- 
mittelbar, dass das Potential der Kugelschale 

(11.) ^ Q = Qi-Q2 

ist, wenn Q^ das unter dieser Annahme berechnete Potential der grös- 
seren Kugel l?i, und ^3 das der kleineren B2 ist. 

Liegt der Punkt P ausserhalb der Kugelschale, so ist durch An- 
wendung der Gleichung (7.) und Gleichung (11.) 



3\< 



(12.) ^ = ijr(E,»-i?,») 



d-ßr djr d^- 

ox ^ ^ dy * ' dz 



Liegt P im inneren Hohlraum der Kugelschale, so ergiebt die Gleichung 
(8.) ßir Qi und Q^ denselben Werth; also ist für diesen Fall 

(13.) Q = 0, 

d. h. eine gleichförmig magnetisirte Kugelschäle verhält sich in Beziehung 
auf einen inneren Punkt wie eine homogen mit gravitirender Masse er- 
füllte; ihre Wirkung ist auf jeden innern Punkt = 0. 

Liegt endlich der Punkt P im Innern der Masse der Kugelschale, 
so ergiebt sich ebenso aus Gleichung (6.) und (8.) für das Potential 
auf denselben 

(14.) Q = ix ^' ^^'' y^M^7*"+T' . cos »' , 

oder auf rechtwinklige Coordinaten bezogen: 

■^ - -^^«'1 „(a - x) + ß {l - y) + Y {c - z) 



(14'.) Q = ^« _g. 



2]- ^z ^i- 



dx ^ ^ dy * '^ dz ) ' 

wo also i?2 den Radius der innern Begrenzungsfläche der Schale 
vorstellt. 
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§ 12. 

Allgemeine Differentialgleicbnngen zur Bestimmnng der magnetischen 
Momente aus den gegebenen constanten magnetisir enden Ursachen. 

Aehnlich würden wir in jedem anderen Falle nach der allgemeinen 
Gleichung (5.) § 10 das Potential eines Magneten berechnen können, 
wenn wir a, ß, y kennten oder ihre Werthe aus den gegebenen magne- 
tisirenden Ursachen abgeleitet hätten. IJnsere Aufgabe besteht also 
zunächst darin, Relationen zwischen den magnetischen Momenten und 
den magnetischen Kräften, die dieselben hervorbringen, zu finden, oder 
allgemeine Differentialgleichungen abzuleiten, aus denen in speziellen 
Fällen die magnetischen Momente gefunden und daraus das Potential 
abgeleitet werden könnte. 

Es ist ein magnetisirbarer homogener Körper im unmagnetischen 
Zustande gegeben. Er tritt unter die Wirkung einer magnetischen 
Kraft JB, deren Componenten nach den Coordinatenrichtungen X, F, Z 
sind. Diese sind Funktionen der Lage des Theilchens xy^, auf welches 
sie wirken. Durch diese Kräfte wird ein magnetischer Zustand her- 
vorgebracht, d. h. ein Zustand, in dem die magnetischen Momente 
a, ß, y bestimmte Werthe annehmen. Es sollen nun diese Werthe 
bestimmt werden aus den gegebenen Kräften X, F, Z und den Wir- 
kungen A, B, C der übrigen Theile des Körpers, die durch X, Yj Z 
magnetisch geworden sind. 

Da der Körper durch seine ganze Masse homogen ist, so müssen 
ttj ßy y stetige Funktionen der Coordinaten x, y , z sein. Wir können 
uns also um einen beliebigen Punkt xyz des Körpers immer eine Kugel 
beschrieben denken, die so klein ist, dass innerhalb derselben die 
magnetischen Momente constant sind. 

Diese Kugel ist also ein kleiner Magnet (wie wir ihn im letzten Para- 
graphen betrachtet haben), in welchem der Werth und die Richtung 
des magnetischen Hauptmoments an jeder Stelle dieselben sind; es 
kann daher Teein Zweifel sein, dass die Richtung ihrer magnetischen Haupt- 
aoce zusamvnenßMt mit der Richtung der Resultante der auf die Stelle 
xyz wirkenden äussern Kräfte, dass also, welchen Werth auch die 
magnetischen Momente a, ß, y haben mögen, die Gleichungen 

a ^ _ ____ X + Ä 

___ ß _ _ Y + B 

V«* + ß' + Y' V{X + Ä*) + {Y + By +{Z+C)^ 
y Z+C 

Vä' + ß' + Y' ~ V{X + Ä') + {Y + By + {Z +W 
bestehen müssen. 



(1.) 
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Weniger sicher als diese Annahme ist die Hypothese, dass der 
Werth des magnetischen Hau^tmoments der kleinen Kugel proportional 
der Besidtante der auf sie mrJcenden äusseren Kräfte sei, dass also, wenn 
p eine Gonstante, 



(2.) Ya' + /J« + ^« = /(X + Ay + (T + Bf + (^ + Cf . 

Diese Vorstellung wäre wohl kaum anfechtbar, wenn es feststünde, 
dass (ebenso wie bei der Elektricität) eine unerschöpfliche Quelle 
magnetischer Flüssigkeiten vorhanden sei, dass also eine magnetische 
Kraft gleiche inducirende Wirkung auf den gegebenen Körper ausübt, 
gleichgültig ob schon andere magnetische Kräfte auf denselben wir- 
ken, oder nicht. Hierüber sind wir aber im unklaren. Vielmehr ist 
das Missliche einer solchen Vergleichung des Magnetismus mit der 
Elektricität nicht zu verkennen und erhellt namentlich aus folgender 
Vorstellung über die Natur des Magnetismus, die nicht weniger wahr- 
scheinlich ist als die früher (§ 3) besprochene. Es soll nach der- 
selben jedes Eisenmolekül schon im natürlichen Zustande ein wirk- 
licher Magnet sein, und der unmagnetische Zustand vom magnetischen 
sich nur dadurch imterscheiden, dass im ersteren die magnetischen 
Axen der einzelnen Moleküle alle möglichen Richtungen haben und 
keinem bestimmten Gesetze folgen, dass dagegen im magnetischen 
Zustande eine Richtung der magnetischen Axen über die anderen vor- 
wiegt. Ist diese Vorstellung richtig, so giebt es eine Grenze der 
Magnetisirung, und diese tritt einfach dann ein, wenn alle Molekül- 
axen dieselbe Richtung haben. Die Richtigkeit jener Hypothese (2.) 
ist also ein sehr zweifelhafter Punkt. Einige Beobachtungen, die 
l^evtmann aber nicht für sehr zuverlässig und genügend hält, machen 
es sogar wahrscheinlich, dass p nicht constant sei. Die Prüfung, ob 
p constant ist, kann streng nicht anders vorgenommen werden, als 
nach Entwickelung der auf diese Hypothese gegründeten Theorie. Wir 
werden daher auf diesen Punkt zurückkommen, wenn wir im Besitz 
der Methoden der Beobachtung sein werden. Im schlimmsten Falle 
gilt die Theorie nur innerhalb gewisser Grenzen, die jedesmal durch 
das Experiment festzustellen sind. 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 
(3.) «=i,(X + ^); /J=l.(r+5); y=i,(Z+C). 

Die äusseren magnetischen Kräfte X, F, Z lassen sich immer 
durch die negativen partiellen Differentialquotienten eines Potentials 
nach den Coordinaten des betrachteten Punktes, des Mittelpunktes 
der kleinen Kugel darstellen^ 
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x--^. r-~^- z--^-^. 

Die übrigen Kräfte A, J5, C rühren her von dem Potentiale des ganzen 
magnetisirten Körpers mit Ausnahme der kleinen Kugel; die sich an 
der betrachteten Stelle xyis befindet. Bezeichnen wir das Potential 
des ganzen Körpers auf xyz mit Q und das der kleinen Kugel auf 
ebendenselben (in ihrem Centrum gelegenen) Punkt xyz mit q, so ist 

\dx dxl ^ \dy dy\ ^ [dz dz] 

oder nach den Gleichungen (10.) § 11*) 

Femer werden die Gleichungen (3,) 

iSV , dg . \ 

(3'.) ^=_^{^ + |2_^.^) 

tdV , dg . \ 

oder wenn wir zur Abkürzung 

(4.) :r^ « ' 

schreiben 

\ dx '*' dx] 

(5.) /»--»{fc^+m 

r — 'i^ + f.]- 

Hierin ist nach Formel (5.) § 10 

wenn wir die yariabelen Coordinaten eines Punktes im Körper mit 
^1 Vi ^1 bezeichnen und die Integrationen über den ganzen Körper 
ausdehnen; a^, ß^y y^ sind die magnetischen Momente des an der 

*) Wir haben uns nämlich die um xyz beschriebene Kugel so klein gedacht, 
dass die magnetischen Momente «j^y innerhalb derselben als constant zu betrach- 
ten sind. Die von einer solchen Kugel auf einen Punkt im Innern ausgeübten 
Componenten haben aber nach (10.) Seite 27 die constanten Werthe — ^ na, 
— i«(J, — i^fy. und dies werden daher z. B. auch die Werthe der auf den 

Mittelpunkt xyz ausgeübten Componenten — >i . — 0- » — -0- sein. 



' «T 
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Stelle Xi y^ z^ liegenden Elements^ und q ist die Entfernung desselben 
vom Punkte xyz, also 

(6'.) q' = {x- x;f + (y - y,y + (« - g,)* . 

Dies sind die Gleichungen, aus denen a, /3, y zu berechnen sind. 
In dieser Form hat die Aufgabe etwas abschreckendes. Sie wird aber 
sehr erleichtert durch die Bemerkung, dass a, ß, y [vergl. (5.)] die par- 
tiellen DiJBferentialquotienten einer und derselben Punktion sind, die 
allerdings noch unbestimmt ist, dass also 



(7.) 



dq) 






d<p 



Setzt man dies in die Gleichungen (5.), so ergiebt sich*) 
(8.) ' <p+ F+Ö = 

und hierin ist nach der Gleichung (6.) 

<■«■) «-«///■''.•'!'.■''. feil + feS + l?ä 
wenn q)^ dieselbe Punktion von x^y^Zj^ ist, die q> von xyz ist. 

Dieses Sfache Integral über die ganze räumliche Ausdehnung des 
Magneten lässt sich auf ein zweifaches reduciren, welches über die 
Oberfläche desselben zu. nehmen ist. um dies zu zeigen, bringen wir 
das Integral auf die Porm 



(8".) 






+ 



Hm 



+ 



\9 dzj 



dz 



dz^ 



a* 9i , a*yi , a* 9t 



l dx^ 



^Vi 



dZi 



und schreiben hiefür zur Abkürzung 

(8'".) Q = P-B. 

Wegen der vollkommenen Symmetrie untersuchen wir von P nur das 
erste Glied 



F^n^fffäx^äy^ä.'^. 



Bezeichnen wir die Werthe der iCi-Coordinate für 2 Elemente der Ober- 
fläche des Magneten, die demselben y^ und z^ angehören, die also auf 
derselben der a:-Axe parallelen Linie liegen, mit a und 6, so ist durch 
Ausführung der Integration nach x^ 



*) Eine Constante ist nicht hinzugefügt, da nur die Differentialqnotienten 
gesucht werden, nicht tp selbst. 
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r« -Ufa,, äy, ä., ^> -///.,. .,. [i |a]! 

Nennen wir do das Oberflächenelement, dessen Projektion auf die 
j/jer-Ebene dy^d^^ ist, und bezeichnen mit {n^x) den Winkel, den die 
in do nach aussen gerichtete Normale mit der positiven a:-Richtung 
bildet, so ist • 

p^ij P do cos (n, x) / d(pi \ , P do C08(n,a;) / gyA 

worin die Integrale mit dem Index b üb^r die der positiven ic-Rich- 
tung zugekehrte Seite der Oberfläche des Magneten auszudehnen 
sind, die mit dem Index a über die nach der negativen Seite gewen- 
dete-, oder es ist, wenn wir rechts die Integration über die ganze 
Oberfläche ausdehnen, _ 

P(i) J*do coB(n,x) dq> 
^^j Q dx 

Hierin bedeutet ^ den Werth von ^ an der Stelle do, 

öx . ox^ 

Wenden wir dasselbe Raisonnement auf die beiden andern Theile 
von P an, so finden wir 

p _ ^ r^ JP eos {n,x) + p cos («, y) + p cos {n,z)\ , d. i.: 
,^. J e \dx dy dz J 

p fdo\dq>dx ■ dcp dy . dcp dz\ 

J Q \dx dn'' dy dn~^ dz dn] ^ 

wenn dn das Element der Normale in do ist; also schliesslich 

(9.) p-'fj®; 

Bei diesem Resultate ist aber zu bemerken, dass der Differentialquo- 
tient j- an der inneren Seite der Oberfläche zu nehmen ist, weil die 
an ' 

ursprüngliche Integration über den von der Oberfläche eingeschlossenen 
Raum auszudehnen war; dies soll durch den Index i bezeichnet sein. 
Der zweite Theil B der Gleichung (8".) ist =0, wie sich aus 
der allgemeinen Differentialgleichung für das Potential 

^ + -^ + -g]? = — 4«. (Dichtigkeit) 
ergiebt. Es ist nämlich 

"-'fff-'-^i^+^+j?} 

nichts anderes als das Potential von Massen, welche den Raum des 
ganzen Magneten ausfüllen, und deren Dichtigkeit an der Stelle x^ y^ 0^ 

KauMAirir, Vorl. über Magnetismus. 3 
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gleich X j -ö-^ + -^-^ + -^^ \ ist. Demgemäss ergiebt sich : 

arc* + ay« ■+" a^« ~ ^«x | ^^, -|- -^^, -t- ^^, | • 

Und mit Rücksicht hierauf folgt aus (8'".): 

dx^ "^•ay« "^ a;5* ~ dx* "^ ay* "^ a;5* "^ \ aa;« "^ ay'' "^ a^s:»,/ 

Nach der Gleichung (9.) ist aber P das Potential von Massen, die 
sich nur auf der Oberfläche des Magneten befinden und zwar hier 

in der Dichtigkeit x -J^ 5 folglich ist für jede Stelle im Innern des 

Magneten 

d'P , a«P , g'J^_o 
dx^'^ ay* "^ ()z\~ 

und daher ist 

(10.) aaj« ^ ay» ^ a^* ^^^ jaa:« ^^ dy' ^ dz^j 

Differenziren wir aber die Gleichung (8.) zweimal partiell nach x, y 
und und addiren alle drei Gleichungen, so finden wir 

a> , a»y . a»y , dw d^v , d^v , a'g , a^e , a'e_^ 
a«* "^ ay* "^ a^« "^ dx^ "^ ay« "*" a«^ "^ aa?« "^ ay« "^ dz'' ~ ^' 

alsO; da V das Potential von Massen ist, die gant ausserhalb des 
Magneten gedacht werden, 

^^^•^ dx" "T" ay* "f" dz^ "^ aa;« "^ ay» "^ a^j* ~ ^' 

Weqn wir die Gleichimgen (10.) und (11.) combiniren, so finden wir 

für jeden Punkt xyz im Innern des Magneten 

JEJs is< aber x eiwe positive Grösse. Denn ein Magnet erzeugt immer 
gleichgerichteten Magnetismus, durch eine positive Kraft Jcann also nur 
ein positives magnetisches Moment hervorgerufen werden; urtd hieraus 
folgt, mittelst der Gleichungen (5.), in der That, da>ss x positiv sein muss. 
Es beruht dieses in Meter Instanz auf dem Grundgesetee des Magnetis- 
mus, dass gleichnamige magnetische Flüssigkeiten sich abstossen, ungleich- 
namige sich anziehen,; anders verhält es sich beim Diamagnetismus, bei 
dem X negativ ist. 

Somit folgt aus den Gleichungen (12.) für jeden Punkt xyz im 
Innäm des Magneten 
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^'■^■^ dx*^ dy*^ de* ~^' dx*^ dy*^ dz»~.' 

mithin 

also nach (8'".) und (9.): 

(IS.). Q-.f-^(S). 

Es ist noch zu bemerken ^ dass der Ausdruck Q Gleichung (13.) 
nicht allein für einen Punkt xyz im Innern des Körpers, sondern 
auch für einen ausserhalb liegenden gilt; denn die Formel (5.) § 10, 
folglich auch die Gleichung (6.) § 12 gilt allgemein für beide Fälle. 
Dass sich dies aber auf die Formel (13.) überträgt, erkennt man 
leicht, wenn man die Betrachtungen des gegenwärtigen Paragraphen 
mit Bezug auf einen äussern Punkt ocyz von Neuem wiederholt. 

§ 13. 

Fortsetzung. 

Nach diesen Resultaten haben wir für die unbekannten Funktio- 
nen 9» und Q folgende Gleichungen: 

(1.) <p+F+^ = 0, 

und 

und ferner für cc, ßy y folgende Gleichungen: 

(3.) « = «8^5 ^ = *ä^5 y^'^-äi' 

Zu diesen Gleichungen, die sich auf einen innern Punkt des 
Magneten beziehen, kommt zur Bestimmung des Potentials des Magne- 
ten auf einen äusseren Punkt die vierte Gleichung 

(4.) Qa = x/^ 

Die beiden Gleichungen (2.) und (4.) unterscheiden sich nur durch 

eine etwas geänderte Bedeutung von (»; denn dieses q repräsentirt in 

(2.) die Entfernung des Elements do von dem innern Punkte, auf den 

das Potential genommen ist, hingegen in (4.) die Entfernung des 

Elementes do von dem entsprechenden äussern Punkte. 

Wir werden zeigen, dass die magnetischen Momente und das 

Potential durch dieselben vollkommen bestimmt sind, dass sie also 

3* 




36 § 13. Theorie der magnetischen Indaktion. 

nur eine Lösung für die Funktion q) zulassen. Wäre es möglich^ 
dass zwei verschiedene Funktionen q) und 9 + V' ^^cn Gleichungen 
genügten, so wäre sowohl 

als auch 

also durch Subtraktion 

(6.) » + «/5(ii)_o. 

^ würde also das Potential einer Oberflächen-Belegung von der Dich- 
tigkeit — ^ \T^). s^iD, und müsste also (nach einer bekannten Eigen- 
Schaft der Flächenpotentiale) der Gleichung Genüge leisten: 

(6) (ü).-(iD,-^-(ii),' 



WO l~- j den an der äusseren Seit« der Oberfläche genommenen Diflfe- 

rentialquotient nach der Normale vorstellt. Hieraus aber würde durch 
Multiplikation mit ^ und Integration über die ganze Oberfläche folgen : 

Diese Formel lässt eine einfache Umgestaltung zu. Es ergiebt 
sich nämlich durch partielle Integration 

fffd, iy ä, t gi -ffi. i. [* g -JJji^äy i. (!$)• 

fffä.äyä.^'^i -ffä. äy[* g] -fffä. äy i, ('^j', 

Addiren wir diese drei Gleichungen und unterwerfen wir die ersten 
Integrale rechter Hand denselben Umgestaltungen, die wir auf Seite 33 
mit dem Integral P vornahmen, so finden wir, wenn wir die Integra- 
tion über den innem von der Oberfläche begrenzten Baum ausdehnen: 

dagegen wenn wir die Integration über den ganzen ausserhalb der 
Oberfläche liegenden Raum ausdehnen: 
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(,.) 0- -/., * (il). -///.. ., .. {©•+ (g)*+ (II)'). 



a 



Denn es unterliegt keinem Zweifel, dass die Punktion ip (als Potential 
von Massen auf der Oberfläche) sowohl für jeden inneren als äusseren 
Punkt der Gleichung genügt: 

und dass tlf im Unendlichen = wird, was eine wesentliche Voraus- 
setzung der Gleichung (9.) ist. 

Durch Einsetzen der Werthe (8.) und (9.) ergiebt sich aus (7.): 

(10.) -///.. ä, ä. j(|-|)'+ (!!)■+ @') + 



a 



+ (1 + 4,»)///.. ay ä. {(|:)V (||)*+ (||)'j. 

i 

Da X eine positive Grösse ist, so können diese Summen von Qua- 
draten nur == sein, wenn 

^_0. ^ — 0- ^ — 0- 

wenn also ^ constant ist. Die den Gleichungen (1.), (2.) genügen- 
den Werthe von y können sich also nur durch eine Constante unter- 
scheiden, und eine solche ist ohne. Einfluss auf den Werth von a, /3, 
y und Q, Damit ist bewiesen, dass die obigen Gleichungen nur eine 
Lösung zulassen. 

§ 14. 

Bestimmnng der magnetischen Momente bei variabelen 

magnetisirenden Ursachen. 

Wir werden jetzt eine Verallgemeinerung des in § 12 abgeleiteten 
Resultats mittheilen. Die Formeln (1.) bis (4.) im vorigen Paragraphen 
enthalten die Voraussetzung, dass die magnetisirenden Ursachen von 
der Zeit unabhängig sind; im Folgenden werden wir sie als variabel 
ansehen. Eine Aenderung derselben mit der Zeit kann sowohl in 
einer Aenderung ihrer Intensität, als auch in einer Aenderung ihrer 
Richtung bestehen. Dieser letztere Fall eignet sich besser für die 
Beobachtung und ist auch in der That schon zu diesem Zweck be- 
nutzt worden. Eine solche Aenderung der Richtung kann am Be- 
quemsten durch Drehung des magnetisirten Körpers um seinen Mittel- 
punkt (bei unveränderter Lage des magnetisirenden) hervorgebracht 
werden. 
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Die Verschiedenheit der Wirkungen, welche sich zeigen zwischen 
der Magnetisirung durch constante und der durch variabele Kräfte, 
ist von der Art, dass sie nur durch die Annahme erklärt werden 
kann, dass der Effect einer magnetisirenden Ursache sich nicht momen- 
tan vollständig geltend macht, sondern dazu einer gewissen, wenn 
auch sehr kurzen Zeit bedarf. 

Diese Annahme ändert nichts an der früheren Hypotliese, dass 
in jedem Element des magnetisirten Körpers die magnetische Axe in 
die Richtung der in demselben Augenblicke zur Wirkung kommenden 
Kräfte falle, dass also die Gleichungen stattfinden: 

in denen die Zeichen a, ß, y die bisherigen Bedeutungen haben, und 
X, Y, Z die Componenten sämmtlicher wirksamer Kräfte sind.*) 

Der zweite Theil unserer Voraussetzung erleidet eine Modifika- 
kation. Statt der Gleichung (2.) § 12, in der p eine Constante war, 
haben wir jetzt 

(2.) yä^zf~fzf^ = f(t) |/X2 + Y^ + z* . 

Hierin hat die Funktion f{t) die Eigenschaft, für ^ = selbst 
= zu sein, dann allmählich zu wachsen und für merkliche Werthe 
von t constant zu sein. Aus diesen Gleichungen findet man 

(3.) a^X.fit) ß=Y.f{t) y^Z-fit). 

Doch gelten diese Gleichungen (3.) zuvörderst nur für den Fall, 
dass X, F, Z constant sind und bedürfen noch einer gewissen Ab- 
änderung, falls X, Y, Z. von der Zeit abhängen. Soll z. B. das wäh- 
rend eines gegebenen Zeitintervalls . , . ,t inducirte Moment a be- 
rechnet werden, so zerlege man dieses Intervall in lauter unendlich 
kleine Elemente: 

(3'.) 1 1 1 1- 1 1 1 1 1 1 1 1 

«. «, «. «„ t 

imd bezeichne die Werthe der Componente X = X (^) für diese aufein- 
anderfolgenden Zeitelemente resp. mit Xq, Xo+dX^, Xo+^^1+^^2; ®^- 
Diese Kräfte kann man mit Bezug auf das gegebene Intervall .... ^ 
noch ein wenig anders auffassen, nämlich zerlegen: erstens in eine 
während des ganzen Intervalls .... ^ wirkende constante Kraft X^, 

zweitens in die nur während der Zeit t^ t wirkende constante 

Kraft dXi, drittens in die nur noch während der Zeit fg . . . . ^ wir- 

*) Es sollen also hier X, Y, Z dieselben Componenten sein, welche früher 
(Seite 29, 30) mit X + ^, Y + B, Z -(- C7 bezeichnet wurden. 
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kende Kraft äXg^ etc. etc. Demgemäss ergiebt sich aus der ersten 
der Formeln (3.) für das gesuchte Moment a der Werth: 

und dieser Werth kann^ falls man jene unendlich kleinen Zeitelemente 
(3'.) sämmtlich = dt setzt, auch so geschrieben werden: 

a=X^f(t)-\-dXJ{t—dt)+dX^f{t—2dt) + +dX^/'(^— mdO+-- 

Führen wir jetzt die Bezeichnung 

mdt = d' 
ein, so ergiebt sich: 








t 

d. i. . « = X^fit) + rx(^) 'f(t — ^)V+ fdd' . X (d'} f(t-^d^), 

oder weil f(0) = ist, und Xq den Werth von X(t) für ^ = 0, 
d. i. den Werth X(0) darstellt: 

t 

a = fd^'Xf{t — ^)', 



hierin ist nach Lagrange' s Bezeichnung Ju^Ji '^fip — ^) gesetzt. 

Auf dieselbe Weise erhalten wir ß und y; so finden wir statt 
der Gleichungen (3.) also folgende: 

t t 

(4) a= fd»-X-f(t-»y, ß= fd»'Y'f(t-»y, 



t 
y= fdd"Z'f'(t — ^). 



§ 15. 
Anwendnng anf den Magnetismus einer rotirenden Kngel. 

Um eine Anschauung von der Bedeutung dieser Gleichungen zu 
geben, machen wir von ihnen eine Anwendung auf folgenden ein- 
fachen Fall. Eine Eisenkugel P rotirt um die Axe Ä unter dem Ein- 
fluss eines magnetischen Moleküls S, dessen Axe M senkrecht gegen 
die Verbindungslinie ÄS = a ist. Diese beiden Linien wählen wir 
zu Coordinatenaxen und rechnen den Drehungswinkel q) = {SAP) von 
AS aus. Dann sind die Coordinaten des Mittelpunktes von P 
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X ^=h sin q) y ^= a ^- b cos q) 

ferner die von 8 auf die Kugel ausgeübten Componenten [vrgl. (3.) 
§5]: 

z==o 



8 xy 



X=-«4^-3^) r=a, ^. 




Fig. 10. 

WO «1 das magnetische Hauptmoment des Moleküls S vorstellt. Hierin ist 

^^ = a^ + 6^ — 2ah cos q) 

und wenn wir der Kugel eine constante Rotationsgeschwindigkeit 
n zuertheilen: 

Somit werden nach den Formeln (4.) § 14 die magnetischen Momente 
der rotirenden Kugel die Werthe haben: 

t 

362 8in,*w^ 



a = — «^ fdd' . /" {t — d) 





f 1 



9* 



1 



|j = «^ Cd» .f'{t-»)^- 



— b cos nd') 3b sin w-O" 



Da /"(O ^^^ endliche Werthe von ^ verschwindet, so können wir 
diese Ausdrücke durch Entwickelung nach Potenzen von t — d' in 
sehr stark convergirende Reihen verwandeln; bezeichnen wir zur Ab- 
kürzung 



9' 



so ist- 



Sb^ain^nd' , /^x (a — ft cos W'9')3 6 8inn'0' /^x 



dijj{t) 



H^) = ^ (^ - («- ^)) = ^ (0 - (^- ^)^ + 
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xW = x(t-(t-»))-xit)-{t-&)^-^ + ---' 

Da wir das Quadrat der unendlich kleinen Grösse t — d' gegen diese 
selbst vernachlässigen dürfen^ so erhalten wir also 

t . t 

• 

t t 

ß=a,Jd»-f'(t-»)x(t)-a,J'd»it-»)f'{t-»)^-^ 



oder, falls wir die Integrale linker Hand wirklich ausfällen: 

^ = «i {z (0 {m - m) - ^-^fd» (t - ») r (^ - *)) . 

Geben wir endlich diesen Formeln die Gestalt: 

so sind p und q nothwendiger Weise vom Werthe von t als unab- 
hängig anzusehen, da f(t) för alle endlichen Werthe von t dieselbe 
Grosse hat, und für ^ = selbst = wird, üebrigens können wir die 
obigen Ausdrücke als die ersten Glieder der Reihenentwickelung von 

ansehen. Setzen wir die Bedeutung von il) und % wieder ein, so er- 
halten wir 






/S = + «ii> 



la — h cos n It ^j ) Sftsinn \t ^j 



n' 



wo ri den Werth von q zur Zeit It — — ) vorstellt. Der magnetische 

Zustand der rotirenden Kugel zur Zeit t ist also derjenige, welcher 
einem früheren Zeitmomente, also einer früheren Lage der Kugel 
zukommen würde, wenn die Wirkung momentan geschähe. Die Kugel 
trägt in die neue Lage den früheren Zustand hinüber. 

Die Vernachlässigung von {t — %^y gegen t — -ö*, die wir gemacht 
haben, setzt voraus, dass f{t — ^) so rasch, d. h. für so kleine Wertbe 
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von t — d' seinen constanten Werth erreicht, dass dieselben in der 
That als unendlich klein anzusehen sind. Dies ist nicht bewiesen; 
aber nach Allem, was wir über derartige Wirkungen wissen , hat diese 
Annahme sehr grosse Wahrscheinlichkeit. 

§ 16. 

Fortsetzung zn § 14. 

Kehren wir zum allgemeinen Problem zurück, so erhalten wir 
aus den Formeln (4.) § 14 durch Einführung der Werthe für die Com- 
ponenten (vrgl. (3.) und (3'.) § 12) 





t 



(1.) ^=_y^^/-'(f_^)[|z+g_.i„^j; 





t 





Hierin hat V seine in § 12 u. s. w, gebrauchte Bedeutung, und es 

ist ebenso wie früher 

/ 1 1 1 ^ 

Dieser Ausdruck lässt sich ferner ebenso wie früher trotz der com- 
plicirteren Form von a, /3, y auf dieselbe Weise vereinfachen. Wir 
geben ihm zunächst die Gestalt: 

Q = I -^1^1^^^ i^y^) + Äicos (n,y) + y^co9(n,z)\ 
(3.) J Q y^ ) 

JJJ 9 \dx,-^dy,^dz,V 

die sich ganz analog aus der Gleichung (2.) entwickelt wie die Glei- 
chungen (8".) und (9a.) § 12 aus Gleichung (8'.). Die Bedeutung der, 
Zeichen ist dieselbe wie dort, das erste Integral, das wir zur Abkür- 
zung wieder mit P bezeichnen, ist über die ganze Oberfläche auszu- 
dehnen, das zweite, das R heissen soll, über das ganze Volum des 
magnetisirten Körpers. Demnach ist 
(3'.) e = P~R. 

Die Funktion E, als Potential von Massen von der Dichtigkeit 
|f^ 4- |A + I^L^ genügt der Differentialgleichung 
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^^'^ dx^'^ dy^'^ dz^~ ^^Xdx'^ dy'^ dzi' 

die für jeden Punkt im Innern gilt. Es ist aber für P (als Potential 

von Massen auf der Oberfläche) in jedem Punkte im Innern 

dx* ■+" dy^ '^ dz" ~ ^• 
Folglich ist 

(4'.) . fe + ^+f|=4«j|-« + |-^ + |-n 

^ ^ ox^ ' oy^ ' €z^ \cx ' cy ' dz] , 

für jeden innern Punkt xyz. Endlich ist für jeden innern Punkt, da 

V das Potential von äussern Massen repräsentirt: 

^* ':' a«» ^ ay» ^ a«» " • 

TVIit Hülfe der Gleichungen (4'.) und (4".) erhalten wir aus den 
Gleichungen (1.) durch Differentiation und Addition 

(5.) £ + g + 1-: - - i 'fäo ■/•('- *){!-: +%+ p, 



Wir werden zeigen, dass diese Gleichung nur bestehen kann, wenn 

dx ' -^y • dz 

ist, d. h. wenn sie identisch = giebt. Zu diesem Zweck geben 
wir derselben die abgekürzte Form: 

t 

(6.) Sl(t)=—^7cfd^ 'f{t — ^)ß W 



Hieraus folgt sofort, dass 

ii(0) = 

sein muss. Dififerenzirt ' man femer die Gleichung (6.) nach ^, so 
findet man zunächst 

(6') ^ — f «{r(o) . siit) ^p^^f^sii^)] 



also für ^ = 

Daraus ergiebt sich, dass auch Sl(t) = für t = t ist, falls nur r 
unendlich klein. Setzt man also in Gleichung (6'.) ^ = r, so ver- 
schwindet die rechte Seite, weil Ä (^) = von ^ = bis ^ = r. Es 
wird daher der Diflferentialquotient auch für das nächste Zeittheilchen 
verschwinden. Indem man in dieser Weise fortfährt, sieht man ein, 





- dq> 

y-dz^ 


da dy ^ 

dz dx^ 


dß _cy 

dz dy' 
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dass sowohl ß (t) als , für jeden Werth von t verschwinden müssen. 

Eine Funktion, welche der Gleichung (6.) genügen soll, muss also 
für jeden Werth des Arguments = werden. Oder mit andern Wor- 
ten: Zum Bestehen der Gleichung (5.) ist erforderlich, dass 

^ '^ dx ^ dy * dz 

sei. Hieraus folgt sofort; 

(8.) B « 0, und + 1^ + ^ = 0, und ferner: 

(8 .) Q = I — \aco3 (w, oc) -j- ß cos (w, y) + y cos (n, z) \ . 

Wir sind femer berechtigt, wie in § 12, anzunehmen, dass a, ß und 
y die partiellen DifiFerentialquotienten derselben Funktion q) sind, 

wenn bewiesen ist, dass 
(9'^ da^dß^ 

Es ist aber nach den Werthen von a, /3, y aus den Gleichungen (1.) 
mit Berücksichtigung der Gleichungen (8.) und (4".) 



H-H- +«/"*/■ ('-»XU -Hl 




und nach dem oben bewiesenen Theorem der Funktion Sl (6.) ist zum 
Bestehen dieser Gleichungen erforderlich, dass die Gleichungen (9'.) 
erfüllt werden. Somit sind die Gleichungen (9.) gerechtfertigt. 

§ 17. 

Fortsetzung. 

Durch Einführung dieser Werthe (9.) von a, ß, y kommt die Lösung 
unseres Problems auf die Auflösung folgende Gleichungen hinaus: 

t 
(1. (p + fdd'fit - ^) j F+ ö — i 5r9|= nach Seite 42 (1.), 
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(2.) <2=y^(^)^ nach Gleichung (8'.), 

(3.) - + g|4.^ = O nach Gleichung (7.), 

aus denen die gesuchten Grössen 

und das Potential des Magneten auf einen äussern Punkt 
(5.) q. =/^" 

abzuleiten sind. 

Wir haben zur ersten Gleichung keine Integrationsconstante hinzu- 
gefügt, weil es nur auf die DifiFerentialquotienten von q> ankommt, 
dieselbe also keinerlei Einfluss auf die Rechnung ausüben könnte. 

Wir werden noch zeigen, dass die gesuchten Grössen in der That 
vollständig durch die obigen Gleichungen bestimmt sind, indem wir 
nachweisen, dass denselben nur eine Funktion q> genügen kann. Gäbe 
es zwei solcher Funktionen 9? und 9> + ^, so wäre 




t 



f +fd» •nt-»)[ r+f^ {^\ - i «<p)= 0, und auch 





t 





Also müsste sein 

t 

(6.) V'+/d^-r(<-^)(/y(|j)..-i»^)=0. 



Wie aus dieser Gleichung hervorgeht, muss die Funktion ^ für t = 
verschwinden. Dass sie auch für jeden andern Werth von t ver- 
schwinden muss, lässt sich durch das Theorem der Punktion Sl (6.) 
§ 16 beweisen. 

In der That folgt aus (6.) durch Differentiation 

('•)|f— r(o)(/^"(^),-*'*l-A^^^{/"(l^*),-*'*) 



Es ist nämlich zu beachten, dass die Funktionen von 9, ^, F, a, ß, 
y, Q u. s. w., welche in den Integralen nach d" von bis t enthalten 
sind, Funktionen von -ö* und nicht von t sind, weil die in § 14 ein- 
geführten Componenten X, Y, Z von d' abhingen, nicht aber von t 
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Setzt man in Gleichung (7.) < = 0, so ergiebt sich, da für t = 
auch V = viud folglich auch s — = werden, dass 






0, 



ist. Und hieraus folgt weiter, dass die Gleichung ^ = auch noch 
stattfindet für t = t, falls nur r unendlich klein ist. Setzt man jetzt 

in Gleichung (7.) t = r, so ergiebt sich -^ = für ^ = r, mithin 

^=0 für t = 2t] und indem man in dieser Weise fortfahrt, über- 
zeugt man sich, dass ^ für jeden Werth von t verschwinden muss. 
Es giebt also keine Funktion ^ von ty welche den geforderten Bedin- 
gungen genügte. 

Ebenso wenig kann eine von t imabhängige Funktion ^ der 
Gleichung (6.) genügen. In diesem Falle giebt die Gleichung durch 
Ausführung der angedeuteten Integration 

und da f(0) = ist: 

d.i.:(l- 4«/-«)* --/■«)/? (S), 
und für grosse t 

(8'.) (1 _ 4 «rt » - - p/f ©, d- i. * — 'p-i (g),. 

wo p den constanten Werth der Funktion f(t) für grosse t, und x 
die in (4.) § 12 definirte Gönstante vorstellt Aus dieser letzten 
Gleichung (8'.) folgt aber sofort [vrgl. (5.) § 13]: V = Const. Eine 
Constante kann aber keinen Einfluss auf die Werthe von a, /3, y und 
Q ausüben; folglich ist bewiesen, dass die Gleichungen (1.) bis (5.) 
nur eine Lösung zulassen. 

§ 18. 

Magnetismns einer rnhenden Eisenkngel unter dem Einflüsse 

constanter Kräfte. 

Wir gehen jetzt über zu speziellen Anwendungen der in den 
§§ 12 bis 17 enthaltenen allgemeinen Grundformeln und behandeln 
von diesen zunächst folgenden einfachen Fall. 

Es ist eine homogene magnetisirhare Kugel gegebeny welche sich in 
Buhe und unter dem Einflüsse von magnetischen Kräften befindet, die 
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ihrer Richtung und Grösse nach constant sind. Solche constante Kräfte 
können wir uns durch den Erdmagnetismus oder auch durch die von 
Neumann angegebene Anordnung elektrischer Ströme verschaffen. 

Wir fuhren ein doppeltes Coordinatensystem ein, polare und recht- 
winklige Coordinaten. Der Anfang beider liege im Mittelpunkte der 
Kugel; die Coordinaten eines Elementes der Oberfläche seien R, «ö*!, o^ 
und a?i; ^1, 01, während die einer beliebigen andern Stelle r, d', co 
und X, y, z sein mögen. 

Für diesen Fall ergiebt sich aus den Formeln (1.) bis (3.) § 13 

(1.) <p + F+<2 = 

(2.) q=y,R^ rr^n^,^^^ /^\ 

00 

(3.) « = «äS; ^^Ty'^ y-*Tz' 

Bezeichnen wir die Componenten der magnetisirenden Kraft mit Ay 
By C, so ergiebt sich unmittelbar 

(4.) . F {Äx + By + Cg\ 

oder 

(4'.) V = — r[Ä cos 'O' + JB sin 'S" cos ai + C sin •O* sin c» } , 

wenn wir den Winkel -ö* von der a;-Axe und o von der a?y- Ebene 
aus rechnen. 

Wie wir zeigen werden, genügen wir diesen Gleichungen durch 
die Annahme, dass 

(5.) g) = Mx + Ny + P0 

(5'.) q) = r{M cos 'S" -f- ^ sin «ö- cos c» + P sin 'S" sin o } 

ist, wo M, Ny P constante Grössen bezeichnen, die noch näher zu 
bestimmen sind. Da es, wie bewiesen, nur eine Lösung der Gleichun- 
gen giebt, so wird der Ausdruck (5.), wenn er ihnen genügt, die all- 
gemeine Lösung derselben vorstellen. 

Durch Einsetzen des Werthes (5'.) in die Gleichung (2.) erhalten 
wir, wenn wir zugleich für q seinen Werth aus der Gleichung 

(6.) 9*=jR^-f"^ — 2rRcos(r,R)=I!^-\'r^'-'2rR { cos'9'cos'9'i+sin'9'sin'9'iCOs(ß} — co^) ] 
einführen, 

27t 7t 

doDi dd'i sin d'iiM cos ö-j + -^siii ^i cos m^ -}- P sin d'^ sin ooi } 



(7.) Q = xR'JJ 



YR^ + r* — 2rJR { cos &• cos Q-^ + si^ ^ sin -Ö-j cos (od — a>i) } 
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Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (1.), so wird 

r{(M— Ä)co9d' + {N—B) sind' cos (o + (P—C)smd'sina)) 

2/r TT 
(8.) I ^8 rr^^i ^^1 sin-O*! { 3f cos^i +-^8"^^i C08(ö-|" -Psind*! sinwi } ^ 

JJ yi2*+*'' — 2r22{co8^co8«0'i+8in^8in^iCO8((ö — ojj 



Da die Gleichung in Bezug auf M, N, P linear ist, so wird sie ge- 
nügen ^ diese drei Constanten zu bestimmen. 

Um das Integral Q auf eine einfachere Form zu bringen ^ führen 
wir die Grösse 

(9.) S* = M^ + N^ + P^ 

ein. Die Linie S bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, deren Co- 
sinus 

^ N P^ 

S' S^ s 

sind. Dadurch wird 

(10.) Q = xR'S ?fJ^iJii^^£^^^^^i£L . 

^ ^ JJ l/2?* + r« — 2rJ?co8(r,Ä) 



Bezeichnen wir nun 

cos (r, R) = u cos (r, S) = v 

und nennen den Winkel, den eine durch r und R gelegte Ebene mit 
einer anderen durch r und S gelegten bildet, p, so wird durch Ein- 
führung dieses neuen Polarcoordinatensystems, dessen Axe r ist, 

2jt7t 

/ir\'\ ^ -n9ci rräp du sin u { cos u cos V + sin w sin V cos p] , . 
(10 .) ö = xR^S 1 1 -'^— ,— ^' , d. 1. 



n 

/i n" \ o T>%o f dl« sin u cos u 

(10 .) = 2 jrx R^S I — = • cos v 

^ ^ J }/Ä*+r«— 2rÄcosu 



n ox>9 r sin u cos u c2u 

^= 2 JtxSR' COS V I , =r= 

J yn* + r« — 2 rü cos u 



= 2 TC^SR^ cos V f , ^ ^ 

J j/iga + r« — 2ri2a; 

Da die Wurzel immer positiv genommen werden muss, und r < JS 
ist, giebt dies 
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(11.) d. i.: Q = i nxSr • cos v. 

Diese Formel aber kann^ weil 

cos V = cos (r, S)= -g cos d' -{- -^ sin '9' cos cj + "ö^ sin -O* sin cj , 

ist; auch so geschrieben werden: 

(11'.) Q = i Jrxr { M cos '9' + ^ sin '9' cos o + ^ sin -ö* sin o } . 

Setzt man die so erhaltenen Werthe von V, Q und g) in die 
Gleichung (1.), so erhält man 

^ Ttxr [ M cos O" + JV" sin -ö* cos ci + -P sin -ö* sin o } 
— r{Ä cos d' -\- S sin d' cos co + C sin -O* sin o } 
-{- r[M cos 'O' + -N^ sin 'O' cos cj + P sin '9' sin o } = . 

und zum Bestehen dieser Gleichung ist erforderlich, dass 

(12.) M{l+in:x) = A] N{l+i7tx) = B] P(l+|;rx) = (7. 

Dadurch sind M, N, P bestimmt. Man erhält also: 



9 = 



— Iä cos -ö* + JS sin '9' cos o + Csin '9' sin o| 



l + i 
oder 

(13.) <p = r+Tir«M^ + ^J' + ^4 

woraus unmittelbar die gesuchten magnetischen Momente sich ergeben 

Dieselben sind offenbar constant, nämlich unabhängig von den Coor- 
dinaten des Punktes xy0] die Kugel ist demnach gleichmässig mcynetisirt 
und befindet sich in einem Zustande, den wir bereits in § 11 behandelt 
haben. Sie wirkt also auf einen äussern Punkt wie ein in ihrem 
Mittelpunkte befindliches magnetisches Molekül, dessen Hauptnioment 

f jcR^Ya^ + /3* + y^ ist; ihr Potential auf einen äussern Punkt ist nach 
Gleichung (6'.) § 11 

(15.) y^ = ______ _ ^ 

worin jetzt r die Entfernung des Punktes abc ausserhalb der Kugel 
vom Mittelpunkte derselben bezeichnet. Schreiben wir zur Abkürzung 

so wird 

(15'.) Q„ ^ kl? aÄ + bB + eC ^ ^^. ^^a^^h^ + c\ 

Kbümank, Vorl. über Magnetiamus. 4 
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§ 19. 

Bestimmnng der Constante z aus der Ablenknng einer Nadel 

dnrcb die magnetisirte Engel. 

Von diesem allgemeinen Ausdrucke für das Potential der durch 
constante Kräfte magnetisirten Eisenkugel auf eiuen äussern Punkt 
machen wir Gebrauch, um die Ablenkung zu bestimmen, die eine in 
der Nähe derselben aufgestellte Magnetnadel erfährt Zu dem Ende 
führen wir ein bestimmtes Coordinatensystem ein, die jsf-Axe vertikal, 
X horizontal in der Ebene des Meridians, y senkrecht dagegen. Die 
magnetischen Kräfte Ä, B, C sollen vom Erdmagnetismus ausgehen; 
dann ist bei der angenommenen Lage des Coordinatensystems J? «= 0, 
Ä die horizontale Componente des Erdmagnetismus und C die ver- 
tikale. Das Potential wird also 

(1.) (^„ _ ijjs £A+i^^ wo: r« = a* + c« 

und man erhält durch Differentiation nach a, h, c die drei Componenten 

(2.) - r==Ä;B3(3?A+^jj 

Ist die Nadel hinlänglich weit von der Kugel entfernt, so muss die 
Richtung der Nadel zusammenfallen mit der Richtung der Resultante 
. sämmtlicher auf sie wirkender Kräfte; erlaubt ihre Aufhängung nur 
eine Drehung um eine vertikale Axe, so wird die Tangente ihrer Ab- 
lenkung aus dem Meridian den Werth haben: 

(3.) 



^{l-*(f)l+3*Ä'— 7.r— « 



k 



(f) 



r" 



^'^'- *® " °^ Tl . IR\'\ , ^, (R\»aA + cC 



^l'-'(f)'l+"0 



r« 



a 



Die Beobachtung dieser Ablenkung kann benutzt werden, die Con- 
stante h zu bestimmen. Befinden sich die Nadel und der Mittelpunkt 
der -Kugel in einer Horizontalebene, d. h. ist c = 0, so wird Glei- 
chung (3.) 
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*a'3 4«^ 



tgt>= 



© 



-l'-'(D>"(f)S- 



w 



d. h.: tgv = 



7 /^\* O 

kl — j 3 cos qr sin g) 



-Mf) 




Die Ablenkung v ist also = 0, 
wenn der Mittelpunkt der Kugel 
im Meridian der Nadel liegt oder 
die Verbindungslinie beider Mittel- 
punkte gegen den Meridian senk-, 
recht steht. Dazwischen erreicht 
V ein Maximum, für welches der 
zugehörige Werth von g) aus der 
Gleichung sich ergiebt: 

(5.) ctg> = — A^ . 

Und zwar erhält man diese Glei- 
chung aus (4.) durch Differentia- 
tion nach 9. 

Da r sehr gross gegen den Halbmesser R der Kugel ist und 
auch, wie sich ergeben wird, k <il ist*), so folgt aus (5.) angenähert 
(5'.) ctg^ ^ = 1 , d. i.: (f = 45®. 

Der grösste Ausschlag der Nadel wird also erfolgen, wenn die Ver- 
bindungslinie des Mittelpunktes der Kugel und der Nadel den Meri- 
dian unter etwa 45® trifft; diese Annäherung ist um so stärker, je 
grösser die Entfernung der Kugel von der Nadel ist. 

Um k zu bestimmen, genügt eine Beobachtung von v bei einem 
Werthe von 9? = 45®. In diesem Falle wird aus der Gleichung (4.) 



Fig. 11. 



(6.) 



tgt; = 



-'(f) 



k 



1+1 



(f) 



8 -^ 



- ' m 

und mit Vernachlässigung der sechsten Potenz von — 
*) Yergl. Seite 52, und namentlich Seite 60. 
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igv = 



♦'© 



und daraus mit derselben ÄHnäherung 

(6-.) tg ,; = f Ä (f)*. 

Mit Hülfe dieser Formel hat Neumann aus dem beobachteten Werthe 
von V das Je berechnet; er fand etwa 

(7.) Ä = 0,9. 

Dieser Werth hat aber nur Bedeutung für die individuelle Eisenmasse, 
mit der die Beobachtung angestellt wurde. — Hat man h gefunden, 
so ergiebt sich alsdann das x mittelst der Relation (16.) Seite 49. 



§ 20. 

Messung der Inclination dnrcli Beobachtung horizontaler 

Ablenkungen. 

Die Formel (3.) § 19 liefert ferner eine Methode, die magne- 
tische Inclination zu bestinimen und zwar lediglich aus der horizon- 
talen Ablenkung einer Nadel aus dem Meridian durch die Einwirkung 
der gleichförmig magnetisirten Kugel. 

Man hat durch eine geringe Umgestaltung 



(1-) 



tgv = 



3 k 



b-nm 



{aÄ + cC )b 



1 + 



3 k 



BV "1 



(?) 



[■ - ' © J 



{aA + cG) a 
17^ 



Diese Formel aber kann, falls man den auf der rechten Seite vor- 
handenen Nenner durch Multiplication fortschaflFfc, auch so geschrieben 
werden: 



(2.) 



tgf? 



6 — a tg V 



3Ä; - 



B\^ n 



(?) 



(f)"j 



aA-\- cC 



Ar 



.s 



Beobachtet man ausser dieser Ablenkung v der Nadel in der 
Stellung abc noch die Ablenkung w, die sie erfahrt, wenn sie sich 
an der Stelle a, &, — c befindet und übrigens alle Verhältnisse gleich 
geblieben sind, so erhält man zu der Gleichung (2.) noch folgende: 
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(3.) 



tg_w! ^^ 

h — a tg u; 



3 h 



B\^ "1 



(D 



L' - ' (f)"J 



aA — cC 



Diese beiden Gleichungen genügen, das Verhältniss von C zu Ä oder 
die Inclination zu berechnen. Man findet aus (2.) und (3.) durch Addi- 
tion und Subtraction: 

tgv , tgti; 
b — atgv '& — a ig w 



w 



L' - ' (f)"J 



a 



und daraus ergiebt sich 



C 



igv 



ig w 



r^ A b — aig V 6 — otgM? 



(5.) 



A 



tgt? 



tgto 



6 — atg«? b — aig w 



igv 



+ 



igw 



a 
c 



Jb — aigv b — a tg w. 

Damit ist die Inclination durch beobachtete Grössen vollständig aus- 
gedrückt und kann bei wirklichen Beobachtungen aus den gemessenen 
Grössen a^ h^ c, v, w berechnet werden. Für Königsberg würde sich, 
beispielsweise, 69^ und einige Minuten ergeben. 

Der Vortheil dieser Methode vor der direkten Messung (die von 
sehr geringer Schärfe sein würde) besteht in der Möglichkeit einer 
weit genaueren Messung eines horizontalen Winkels, als der eines ver- 
tikalen. Durch Anwendung von Spiegelapparat u. s. w. kann man bei 
einem horizontalen Winkel die Genauigkeit einer astronomischen Be- 
obachtung erreichen. Bei der Beobachtung der Inclinationsnadel sind 
dagegen die Aufhängung mittelst einer stählernen Axe und der Ein- 
fluss der Lage des Schwerpunktes der Nadel nicht zu vermeidende 
Uebelstände. Die soeben angegebene Methode hat dagegen den Nach- 
theil, dass nach Gleichung (5.) die gesuchte Grösse von der Diflferenz 
zweier beobachteter Grössen abhängfc, so dass ihr möglicher Fehler 
doppelt so gross ist als der Fehler einer Beobachtung. Ausserdem 
ist in der ganzen Betrachtung der wesentliche Punkt ausser Acht ge- 
lassen, dass die Gompassnadel inducirend auf die Kugel wirkt und der 
durch sie inducirte Magnetismus eine Aenderung der Ablenkung ver- 
ursacht. Dieser Umstand kann indess ohne grosse Schwierigkeit in 
Rechnung gebracht werden. 
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§ 21. 

Magnetiscber Zustand einer hohlen Engel nnter dem Einflnsse 

constanter magnetisirender Kräfte. 

Die Formeln des § 18 sind leicht auszudehnen auf den allge- 
meinen Fall, dass eine hohle Kugel, d. i. eine Kugelschale, durch den 
Erdmagnetismus magnetisirt wird. Der äussere Halbmesser derselben 
sei jBj, der innere jRg. 

Mit derselben Bezeichnung wie bisher, erhalten wir ebenso wie 
in § 15 

(1.) 9 + y+Q = o 

(2.) v=—{Äx + By + Cz] 

oder 

(2'.) F == — r { J. cos -ö- + -B sin -ö- cos o + C? sin (7 sin cö } 

/Q \ dtp a ^^ ^9 

^ ^ ga?' '^ dy^ '^ dz 

Für Q erhalten wir aber einen etwas anderen Ausdruck. Es ist 
nach Gleichung (5.) § 10 allgemein 

/*pp d— d — ^~~\ 

wenn die Integrale sich über den ganzen Raum des Magneten er- 
strecken, also in unserem Falle über die von den Kugeln R^ und JBg 
eingeschlossene Kugelschale. Wir nehmen mit diesem Ausdruck die- 
selben Transformationen wie in § 12 vor, und beachten dabei, dass 
für eine beliebige Funktion F = F (x^y^y 0^) die Formel stattfindet: 

fffd^, d,, d,, g -fdy, d., j [Fl + [Fl ] 

-/■K*.IH-K!, 



hier sollen a, i und a, ß diejenigen Punkte sein, in denen respec- 
tive die äussere und innere Oberfläche von irgend einer mit der a;-Axe 
parallelen Transversalen getroffen wird. Mit Rücksiebt auf diese Formel 
erkennen wir leicht, dass der Werth von Q sich im gegenwärtigen Falle 
durch folgenden [mit (13.) § 12 analogen] Ausdruck darstellen lässt: 

wo die Integration nach do^ über die ganze äussere Oberfläche, und 
die nach rfOjj über die ganze innere sich ausdehnt; ö- ist der Diffe- 
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rentialquotient nach der Normale w an der äusseren Oberfläche, und 

ö^ hat die analoge Bedeutung für die innere Oberfläche; und zwar 

soll n in beiden Fällen dieselbe Richtung , nämlich die Richtung des 
Hadius haben; endlich bezeichnet q^ die Entfernung des Punktes ahcj 
auf den -das Potential sich bezieht, von dem Elemente do^ der äusseren 
Oberfläche, und pg die Entfernung desselben vom Elemente dOg der 
Innern Oberfläche. 

Also ist in Gleichung (4.) zu setzen 

Q^ = It^ + ^"^ — 2 rR^ (cos %' cos %'^ + sin ^ sin d'^ cos (» — cj^ 

Pa* = ^^2^ + r^ — 2 r 11,2 (cos %' cos d'^ + sin %^ sin ^^ cos (gj — ojjj 

do^ = jRi^ sin %'y^ • ci-ö*! • rfoi do^ = iJg^ sin -ö*! • d%'^ • t^Oj 

dabei ist die Integration in beiden Integralen für o^ von bis 2 ;r und 
fair %'^ von bis % auszudehnen. 

Diesen Gleichungen genügen wir durch folgende Funktion (p 

(6.) q) = r{Jlf cos 0" + -N'sin 0* cos o + Psin -ö- sin o} 

+ ä { wj cos %' '\- nsm%' cos o + i' sin 0* sin o | , 

worin Jf, JV, P, m, w, 2> Constante sind, die noch näher bestimmt 
werden müssen. 
Dadurch wird: 

(6') !^^(^"" ^)^^^^ + (^- J7)«^^^^^««'+(^- If3)«i^^si'^«' 
g^=fJlf— ^jcosO' + f-N^— ^jsiu'ö'Cosco + fP--- -^j sin '9' sind 

und man findet 

•, (m — v^-glcos^+fjV— ^ -jsind-cosco + lP— ^Jsina-sino) 

Q=7ifdo, ^— ^^ l -^---g^ r V ^ iV 

._ V J y^i* + r* — 2rBi(cos«0'CO8Ö'i + 8iii'9'8in'9'iCOs(ai — ©i)) 

filf— ^-| jcos^+(^— ^-jlsin-O-coso+f^ ^Isin^sinco 



-"/ 



yjSg* + r* — 2ri?,(co8^co8^i + 8in«0'sin«0'i co8(a> — flOj)) 
Analog wie in § 18 führen wir zwei Linien ein: 






und erhalten alsdann: 



i 
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(20j cos (Si f B) 



(9.) 



Q = xSi f-= 

J V^-Bi' + »•' — 2riJ, cos (r,B) 
„ r " do, cos ()S; , JJ) 

Vi 



V^jKa* + r* — 2 ri2g cos (r, JS)' 
Diese Integrale lassen sich nach Gleichung (10.) § 18 zurückführen 
auf folgende 

7t 

" ' w cos u 



Q = 2;rx{B.«S, cos (^^j/ ^^^^T-^ 



2 r l?i cos u 

(9'.) , » 

T> 9 o / a \ r dt* sin w cos u ] 

- JZg^^g cos (r^S^) / w;p, , , - ri, ' 

y y^2 + ^ — 2 rR^ cos t*j 



Beachtet man, dass im ersten Integrale r<iJi und im zweiten r>R^ 
ist, und dass die Wurzelgrössen immer positiv sind, so ist das erste 

Integral nach der in § 18 ausgeführten Rechnung = f -^-j, das zweite 

B 
dagegen =i — f ; also erhält man: 

(9".) Q = i«x[rS, cos (r, S,) - ^ S, cos (r, S,) ) 

und durch Einführung der Werthe von S^^ und 5^2 und der von 
cos (r, Si) und cos (r, iS'2) aus den obigen Gleichungen 

(2 = 4;rxjr[(ilf— |^)cos^ + (iV'— |^3)sin-^cos(» + (P-y3)sin^sinö^ 

^[(jlf— -^^cosO'+^JV— ^)sin'9'C0Sci + (P— -^^sin-Ö-sino]! 

oder einfacher 

e-4««,([M---(i)'(M-^.)]co,» 

(10-.) + [A' - J? - i^)' (" - ¥•)] »" * «»• «■ 

+[f-if.-(f)'(f-#.)]»"»-")- 

Setzen wir nun aus den Gleichungen (2'.), (6.) und (10'.) die Werthe 
von F, 9? und Q in die Gleichung (1.), so. erhalten wir zur Bestim- 
mung der Constanten folgende Gleichung 

♦ ,„([3f-^1-(Ä)'(if-^)]»o.* 

+[^-?.-(^)*(f-^)] ""»-») 

+ r[ (M+ p) cos » + (iV+ ^,) sin * cos q + (p + ?) sin ^ sin oi j 
= r { ^ cos &■ -{- B sind' cos ra + C sin ö- sin oj } . 



I 
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Zum Bestehen dieser Gleichung ist erforderlich, dass 

A=M{l + inx) — ^«x-^, 0=-3f4jrxiJsi*+m(l+|«x) 

Löst man diese Gleichungen auf, so ergiebt sich 

(1 + I «x) (1 + I «x) - 2 (i «x)' (^)' 



m = A ^ i 



(1+4 TTX) (1 + I TTX) - 2 (4 «h)^ (^)' 

und daraus findet man N und h oder P und jp, wenn man A mit 5 
oder G vertauscht. 

Demnach ist der vollständige Werth der Function (p 



(1 + f TTX) r + 4 ÄX 



1. 

.2 



(12.) 9> = -^— gLlcos'ö' + JBsin'ö'CosGJ + C'sinO'sina)! 

(l + 4:rx)(l + f«x)~2(4«H)«(^) 

oder auf rechtwinklige Coordinaten bezogen, 

(12'.) <p = V1/.-+S/-+W j^^^^y^o.), 

. (1 + 4 « X) (1 + I TTX) - 2 (4 TT X)« (-^^ j 

woraus man durch DifiFerentiation a, ß und y ableiten könnte. 

§ 22. 

Potential und Wirkung der durch constante Kräfte 

magnetisirten Hohlkugel. 

Von grösserem Interesse wegen der Möglichkeit der Beobachtung 
ist die Frage nach dem Potential der Kugelschale auf einen Pnnkt 
ausserhalb ihrer eigenen Masse, also entweder ausserhalb der äusseren 
Kugel oder innerhalb des von der Eugelschale eingeschlossenen 
Hohlraumes; wir bezeichnen das erstere, das Potential auf einen 
ausserhalb liegenden Punkt abc mit Qa^ und das auf einen Punkt im 
Innern Hohlraum mit Qr, dann ist nach Formel (4.) 
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Nach Formel (12.) ist für eiaen Punkt der Oberfläche 

VrJ.^j,^ (1 + i «H) (1 + I «X) - 2 (i «X)» (^)' 
,. . V X M cos -ö*! + J^ sin -d-j cos «i + C ein d'i sin «i | 



X 



G^)r=/t. ~ 



1 — j Jtx — 2 >^gtx 



(1 + i «X) (1 + I TTX) - 2 (i «X)» (^) 

X { -4. COS 'ö'i + -ß sin O-j cos Oj + (7 sin ^^ sin Oi } . 
wofür wir zur Abkürzung 

(^] = F^lÄ cos -ö*! + 5 sin d'^ cos Oj + C sin d'^ sin coi l 

(14-.) yji'^"' 

( ^ ) = jF2 M cos -O*! + -ß sin d'i cos «1 + C^ sin ^^ sin cs^ \ 
schreiben. Dadurch wird 

^ = X I jPj / — -\Ä cos d'i'\- B sin -O-j cos Oi + C sin ^^ sin.Oij 

— F2 I —\Ä cos -ö*! + -ß sin '9'i cos coi + C^ sin ^^ sin o J l 
d.i.: Q= ^Y A^+B^+C^ U p o.cos(i?,v/X'+-^I +g) _ 

^J V^M- r» — 2 rB7cos (r, B) J 
Nach den Gleichungen (10.) § 18 ist dieser Ausdruck gleich folgendem 
Q = 2 TtxYÄ^ + B^ + C'^ cos {r, YA^ + jB^ + C^) X 

I ü 2 7^ /* du sin tt cos tt 7? 2 7^ /* dt* sin M cos u 1 

l ^ V T/i?i^ + r* — 2rÄiC08M ~ ^ V V-B2* + r' — 2 rB^ cosu J * 


Die Ausführung dieser Integrale giebt 

Qa=i7tx Yä^'+W+'C' cos (r, Y^+ B^ + C^) F,B,'--'F,B,^ 

Qi = I UTiYA^ + B^+C^ cos (r,]/22+jB2^"C^){j; ~ i^^jr 
oder 

Qa^^ i Äx -^—---2 — *-- ^{-4cos'9' + jB sin -ö- cos CO + C sin '9' sin CO I 
Qi= ^Ttx (Fl — F2) r { J. cos -ö" + J? sin O" cos ß} + (7 sin 0^ sin ci } . 

Schreibt man für J\ und F2 wieder ihre ursprünglichen Bedeutungen, 
so erhält man als vollständige Ausdrücke für beide Potentiale 
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(1+4 n*) (1 + I ,x) - 2 (I «»)« (^j 

X -j { J. cos ö' + B sin 9- cos ra + C sin O' sin <» } 

y, = I ÄX ^ ^ ^-^ -^-3 X • 

(1 + i ^X) (1 + J TTX) - 2 (i ^X)« (-^j 

>< rj^ cos '9' + 5 sin -d" cos o + Csin 'S" sin cöj. 

Die Coefficienten beider Grössen erhalten eine einfachere Form, 
wenn man Nenner und Zähler durch (1 -f- f ^^)^ dividirt und als Ab- 
kürzung, wie auch früher bei der vollen Kugel in § 18, die Bezeichnung 



l-f i«x 

einfuhrt. Man findet alsdann: 



^^^ fc (t + fc) (^. .°_-^^-><(^cos»+.B8in»cos<o + Csin»sino)-^ 

Q. == -^y^ 8X(J.cos'9' + i?sinO'cosc} + CsmO'sin(ii)r 

oder in rechtwinkligen Coordinaten 

^^^Hl+JcHE^'-E^^Ä^+^C.^ wo: r^^.^ + f + .^ 

Beobachtungen existiren über diese Grössen so gut wie gar nicht. 
Es lassen sich aber aus diesen Gleichungen Schlüsse ziehen, welche 
wohl experimentell zu prüfen wären. In Formel (7.) § 19 gaben wir 
an, dass die Grösse k nahezu = 1 ist. Führen wir diesen angenäher- 
ten Werth ein, so ergiebt sich, dass 

/i _ P3 Äx + By + Cz 
(17.) ^"^ ~ ^' T' 

Qi = Ax + By + Gs 
ist. 

Aus der ersten Gleichung würde folgen, dass die hohle Kugel 

auf einen Punkt ausserhalb genau so wirke wie die volle gleicher 
Grösse (vergl. (15'.) § 18). Dies hat man auch längst bei der Beob- 
achtung bemerkt und daraus schliessen wollen, dass die magnetische 
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% 

Flüssigkeit sich nur auf der Oberfläche des Magneten befinde. Dieses 
wäre richtig, wenn h genau 1 wäre. Setzen wir aber 

so erhalten wir durch Entwickelung nach Potenzen des kleinen Bruchs g 

Va — -^1 ys \A 2 (22/ - i^a») ^ "^ j' 

Man bemerkt, dass g um so mehr von Einfluss ist, je kleiner der 
Unterschied von B^ und R^ ist, d. h. je dünner die Kugelschale ist. 
Die Annäherung, Ä=l, und die Wirkung der Kugelschale gleich 
der der vollen Kugel zu setzen, ist also nur erlaubt, wenn die Höhlung 
klein gegen die Dimensionen der Kugel ist. 

Nach der Gleichung (16.) scheint es, dass sich ein Verhältniss 
von jRa zu JB^, also eine Dicke der Schale angeben Hesse, für wel- 
ches Qay also auch die Wirkung der Kugelschale auf einen äusseren 
Punkt = cx> würde. Man kann aber der Gleichung 

da jBi > i?2 ist, nur durch Werthe von Ä> 1 genügen. Da nun eine 
unendliche Wirkung nicht stattfinden kann, so schliessen wir hieraus, 
dass h immer kleiner als 1 sein muss; davon ist wieder eine noth- 
wendige Folge, dass k positiv ist*), wie bereits Seite 34 auf einem 
anderen Wege bewiesen wurde. 

Aus der zweiten Gleichung (17.) 

welche der Annäherung Je = 1 entspricht, folgt, dass die Oomponenten 
der Wirkung der durch den Erdmagnetismus magnetisirten Kugel- 
schale auf jeden innern Punkt constant sind; und zwar haben sie 
dieselben, aber entgegengesetzte Werthe wie die vom Erdmagnetis- 
mus ausgeübten; an jeder Stelle des Hohlraumes würde also durch 
die Kugelschale die Wirkung des Erdmagnetismus vollständig de- 
struirt werden, wenn k genau 1 wäre; in Wirklichkeit wird sie nur 
in hohem Grade geschwächt. Eine Magnetnadel, in diesen ßaum 
gebracht, würde gar nicht mehr schwingen, wäre Ä = 1; da es nicht 
genau «= 1 ist, so wird sie zwar noch oscilliren, aber sehr langsam. 
Das einfachste Mittel, die Wirkung des Erdmagnetismus auf eine 
Nadel zu schwächen, besteht daher darin, dass man, anstatt zwei 
entgegengesetzte Nadeln zu combiniren, den Multiplikator in eine 
Hohlkugel aus weichem Eisen einschliesst. Die kleinen OeflFnungen, 

*) Denn n hängt mit k zusammen dorch die Relation (16.) i Seite 49. 
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durch welche die Fäden hindurchgehen und die Ablesung gemacht 
werden müsste, würden keine bedeutende Aenderung bewirken. Die 
Dicke der Kugelschale aber müsste jedenfalls möglichst gross sein 
im Verhältniss zu ihrem äusseren Durchmesser. 



§ 23. 

Magnetischer Zustand eines darch constante Kräfte magnetisirten 

dreiaxigen Ellipsoids. 

Die im Vorhergehenden für die volle und für die hohle Kugel ge- 
löste Aufgabe lässt sich auf demselben Wege auch für ein beliebiges 
dreiaxiges Ellipsoid lösen. Dies beruht darauf, dass für constante mag- 
netisirende Kräfte, also solche, deren Potential eine lineare Funktion 
der Coordinaten ist, die Annahme einer linearen Funktion für 9 auch 
für Q eine lineare Funktion der Coordinaten ergiebt, so dass die drei 
in 9 enthaltenen Constanten durch die drei in V vorkommenden, 
d. h. durch die Componenten der magnetisirenden Kräfte bestimmt- 
werden können. 

Der Beweis, dass, wenn (p eine lineare Funktion von Xy y, z ist, 
auch das Potential Q eine solche Funktion sein muss, gründet sich 
darauf, dass Q angesehen werden kann als das Potential magnetischer 
Massen, welche mit gleichförmiger Dichtigkeit denjenigen Raum er- 
füllen, den die Oberfläche des Ellipsoids bei einer unendlich kleinen 
Verrückung beschreibt. Die Richtung dieser Verrückung hängt von 
den in 97 enthaltenen Constanten ab. Der Raum ausserhalb der ur- 
sprünglich gegebenen und innerhalb der verrückten Oberfläche, der 
also dem Ellipsoid nur in seiner zweiten Lage angehört, ist mit homo- 
gener |}0si^w6r Masse ausgefüllt zu denken; der gegenüberliegende, allein 
in der ersten Lage dem Ellipsoid angehörige Raum dagegen mit ne- 
gativer von derselben Dichtigkeit.*) Die Höhe dieser Räume oder die 
Dicke der der Oberfläche aufgelagert zu denkenden Schicht homogener 
Masse wird gemessen durch das zwischen beiden Oberflächen, der ur- 
sprünglichen und der verrückten, liegende Stück der Normale, dessen 
Länge wir daher zu berechnen haben. 

Wir stellen die Betrachtung zunächst etwas allgemeiner an. Es sei 

(1.) ^{x,y,z) = 

die Gleichung einer beliebigen Fläche. Diese werde um die sehr kleine 

Grösse s in einer bestimmten Richtung aus ihrer ursprünglichen Lage 



^) Man vergl. die analogen Auseinandersetzungen bei der Kugel^ auf Seite 26. 
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herani^^rückt; diese Richtung bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, 
deren Cosinas m, n^ p seien. Denken wir uns nun, der Anfangsponkt 
der Coordinaten habe dieselbe Yerrücknng erlitten , so bleibt, auf die- 
sen bezogen, die Gleichung der verrnckten Fläche diesdbCj also aas- 
gedrückt dnrch: 

Sind aber 1, r/, £ die Coordioaten eines Punkts dieser Fläche, bezogen 
aof den HrspningliAen Anfangsponkt, so haben wir 

1= s + tp. 

Folglich wild die Gleichnng der yerraekien Fläche, ansgedrückt durch 
die auf den alitn Anfangspunkt belegenen Coordinaten, lauten: 

vi » #*^5 €M, l| — €»•, J — ip\ = . 

Gehen wir jetzt längs der Normale 3r Tom Punkte a (xjf j) der 
ursprünglichen Fläche fort bis zu einem Punkte ß der zweiten, so 
wachsen dadurch die Coordinaten um resp. ^x. ^g^ ^si sodass wir 
also für die Coordinat^i dieser Punkte « und ß tblgoide Formeln 
haben: 

IX rS = x + ^x = x-f ^X- cos .X x« 

U l b= x+ As = 5-1- -/^T-cos iX, J», 



wo AS das zwiscfatHi beid(»i Fläch«a liegi»ide Stück A&t Normale JV 
beDeiduiet. Somit gewinnt die Gleichung -^i) folgende Gestalt: 

r ^x + -/x — f «1. jr + -/w — ^w, X 4» ^x — f|vi = 0, 

od«r. faUs man nach deft uimadUch kleinen GncVssc» ..Jx — sm\ 

Es ist aber »arfi v^-^* ^ v^-,*- ^ = ^^- S<vmu «r^^M ^oh doi^h Ein- 
sHzM der in i-**"^ ^»^ -^^> -',•> ^^ *i^5«5eb«wa Wörike: 









4 i 



Soksstitiurl maa hi*c fiir <\\^ ^,A\.9^. a\^ v-'^-»^^ <vx^ >\ ^^ die bekaan- 
t« W«the: 
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cos (N, x) = 






cos {N^ y) = ^ 



2 



l/0"+ §!)■+ (U) 



cos {N, z) = 



SO erhält man: 



^» V(ii)*+ m+ (I?)'- • [- 1? + " g + " s] ' 

oder, falls man durch die Wurzelgrösse dividirt, und mit abermaliger 
Benutzung der für cos {N^ x), cos {N, y), cos (N, z) angegebenen 
Formeln: 

^N = s\m cos (iV, x) -\- n cos (JV, y) + 1> cos (JV, ;?)] , 
oder was dasselbe ist: 
(3.) ^N=sco8(€,N). 

Die Dicke des Zwischenraumes zwischen der tirsprünglichen und der ver- 
rückten Fläche ist also gleich der Projektion der Verrückung s auf die 
Normale. 

Die der Fläche aufgelagerte Masse wird demnach, wenn D deren 
Dichtigkeit bezeichnet, den Werth haben: 

(4.) Ds 1 dO' cos (f, N) = Ds ido fm cos (iV, x) -\ 1 . 

Sie ist negativ, wo der cos («, .N) negativ ist. Legen wir also 
in der Richtung von s irgend eine Linie durch die Fläche, so haben 
wir an einem Ende derselben positive, am andern negative Masse 
derselben Dichtigkeit, was den auf Seite 62 gemachten Bemerkungen 
entspricht. 

Das Potential der aufgelagerten Massen*) ist 

*) Diese aufgelagerten Massen spielen bei unserer ganzen Betrachtung nur 
eine auxiliäre Rolle. Jedenfalls aber wollen wir uns dieselben als tnagnetische 
Massen vorstellen. Bezeichnen wir also die einzelnen Elemente dieser Massen 
mit fiy so wird ihr Potential auf einen gegebenen Punkt von der magnetischen 
Masse 1 dep Werth haben: 

wo die 9 die Abstände der einzelnen Elemente fi von jenem Punkte vorstellen. Und 
diese Formel ist in Einklang mit der Formel (6.) der folgenden Seite. 
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(5.) ü=Db fj cos (£, N) = De fj \m cos {N, ^) + . . .1 . 

Für das ElUpsoid würde dieses Potential direkt nicht ohne Schwierig- 
keit zu berechnen sein. Wir können aber seinen Werth angeben 
durch eine indirekte Betrachtung, indem wir uns dabei stützen auf 
den (später § 25 S. 73 zu beweisenden) Satz, dass die parallel den 
Hauptaxen genommenen Componenten der Wirkung eines hom^enen Ellip- 
soids auf einen Punkt im Innern proportional sind den (den Haupt- 
axen parallelen und auf dm Mittelpunkt des Ellipsoids bezogenen) Coor- 
dinaten dieses Punkts. Dabei ist selbstverständlich vorausgesetzt, dass 
die Masse des Ellipsoids nach dem Gravitationsgesetze wirke. 
Es sei 

(«■) (I)" + (ir + (I)' - ' • 

die Gleichung des gegebenen Ellipsoids bezogen auf den Mittelpunkt 
und die Hauptaxen als Coordinatenaxen. Dann sind nach dem er- 
wähnten Satze die in Bede stehenden Componenten 

(7.) X = Mx, Y=Ny, Z=Pz, 

wo xyz die Coordinaten eines Punktes im Innern^ und My N^ P Con- 
stante bedeuten. Letztere sind positiv, wenn die Massen sich ab- 
stossen, negativ, wenn Anziehung, also eigentliche Gravitation statt- 
findet; sie hängen nur ab von den Hauptaxen a, 6, c und der Dich- 
tigkeit D der Masse. Und zwar ist Jbf = DSR, N^ D9t, P=D'^, 
wo alsdann SR, 9t, ?ß nur noch von a, 6, c abhängen; sodass wir 
also schreiben können: 

(T.) X = Dmx, Y=DSSly, Z = D^0. 

Das Potential des Zwischenraums erhalten wir aus der Summe 
der Potentiale des verrückten und des ursprünglichen Ellipsoids, erste- 
res erfüllt gedacht mit positiver, letzteres mit negativer Masse der- 
selben Dichtigkeit.*) 

Aus den Gleichungen (7'.) folgt, wenn V das Potential des wr- 
sprünglichen Ellipsoids 

(7".) £=-2)3R^, |J=-2)9lj,, |^=-i>^^; 

und demgemäss: 



*) Denn alsdann wird in jedem gemeinschaftlichen Eaumelement sich eben- 
soviel anziehende als abstossende Masse befinden, und folglich der gemeinschaft- 
liche Raum keine Wirkung ausüben. Mit andern Worten: Die vorhandene Wir- 
kung wird lediglich herrühren von dem in der angegebenen Weise mit homoge- 
ner Masse erfüllten Zwischenraum. 
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(8.) F= Const— ^ [mx^ + yiy^ + ^0^] . 

Um hieraus das Potential F' des verrückten Ellipsoids zu erhal- 
ten , können wir uns denken ^ das EUipsoid sei an seiner Stelle ge- 
blieben, aber der Punkt x, y^ z, auf welchen sich das Potential be- 
zieht, in entgegengesetzter Richtung verrückt worden, so dass seine 
Coordinaten jetzt 

X — am, y — fw, z — sp 

sind. 

V ist dieselbe Funktion dieser Argumente, wie V von Xy y, z. 
Also ist, wenn wir V und V als Funktionszeichen benutzen: 

F' (a?, y, z) = V{x — em^y — sn, z — £2))] 

und durch Entwickelung 

(9-.) r(«,y,;?) = F(a;,y,;.) = c[m||+»|^ + i'|f]- 

Fügen wir dazu das Potential des mit negativer Masse erfüllten wr- 
sprünglichen Baumes: 

so erhalten wir das gesuchte Potential U des Zwischenraumes: 

(9.) f,_r-r--.[-|-:+„|r+,|I]. 

Dieser Atisdruck gilt ganz allgemein , unabhängig von der Gestalt der 
hdrachteten Fläche. Für den speziellen Fall des Ellipsoids erhalten 
wir aus (9.) und (7".) sofort 

(10.) U=Bb [mmx + nSSiy +jp?ß^]. 

Nach (5.) ist aber andererseits: 

(11.) U^Da fjCos(N,€), 

d. i.: ü* = Df / -" m cos (iV, r») -f- n cos {N, y) + p cos (iV, z)\. 

Diess vorausgeschickt, wenden wir uns zu unserer eigentlichen 
Aufgabe. Für das Potential des magnetischen Ellipsoids haben wir 
ganz allgemein (nach S. 35) die Formel: 



«-«/tGD,' 



diese aber gewinnt, wenn wir g) linear annehmen: 
(11-.) q>^A,x + B,y + G,z, 

folgende Gestalt: 

« NsuKAirif, Vorl. üb. Magnetismus. 5 
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(12.) Q^x f~ [ä, cos (N, x) + B, cos (iV^, y) + C, cos (N, 0)1 . 

Damit nun dieses magnetische Potential des Ellipsoids identisch werde 
mit dem vorhin besprochenen Potential U (11.)? haben wir m, n, p 
so zu bestimmen, dass 

sDm = TcA^ 
(13.) aBn =xB^ 

sBp = xCi 

wird. Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist Q = Uj also, falls man 
für U den Werth (10.) substituirt und dabei die Relationen (13.) be- 
rücksichtigt : 

(14.) Ö = X [A^mx + B^SSiy + C^^ß^]. 

Hiemit sind wir zu dem vorhin angekündigten Resultate gelangt, dass 
für ein lineares Potential der äusseren Kräfte: 

F= — [Ax + By + Cz] 

die Annahme eines linearen Ausdrucks für (p ausreichend ist In der 
That: legt man für fp den Ausdruck (11'.) zu Grunde, so ergiebt 
sich für Q der Ausdruck (14.). Substituirt man aber diese Ausdrücke, 
sowie auch den für V in die allgemeine Formel: 

SO erhält man: 

-[Ax+By+Cz]+iA^x+B^y+C^z] + x[A^mx+B^SRy+C^'^z\=0. 

Aus dieser Gleichung aber, welche stattfinden muss für beliebige 
Werthe von Xy y, z, folgt sofort: 



(15.) 



Somit folgt aus (11'.): 

(16.) 9 = 

und weiter: 



A — ^ 

7? - ^ 

^1 — r+Tf * 



Äx _, By ^^ Cz 



(17.) 



a 



X 



dtp 



%A 



dx l+xaR 
^ dff> %B 

dtp V.G 
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Durch die Wirkung constanter Kräfte wird also das ElUpsoid gleich- 
förmig magtteUsirt, welche Gestalt es auch habe. Die Richtung der 
magnetischen Axe aber fallt nicht mehr (wie bei der Kugel) zusam- 
men mit der Resultante der magnetisirenden Kräfte. 



§ 24. 

Wirkung eines dnrcli constante Kräfte magnetisirten Ellipsoids 

auf äussere Punkte. 

Der zweite Theil unserer Aufgabe besteht in der Bestimmung 
der Wirkung des durch constante Kräfte magnetisirten Ellipsoids auf 
einen äusseren Punkt. Wir haben allgemein nach Gleichung (4.) S. 35 
für irgend einen magnetisirten Körper 

«• - '/t (S). 

also nach Gleichung (1 T.) S. 65 für das EUipsoid : 

(1.) Qa = TcJ^f^ [^, cos {N, X) + B, COS (N, y) + C, cos {N, ^)] , 

wo: q\ = (a — xf + (6 — yf + {c — zf . 

Dieses Potential Qa wird aber identisch mit dem früher betrachteten 
Potential U [Seite 64, (5.)], sobald man die damaligen Constanten 
D, Sy m, w, p sich den Bedingungen unterworfen denkt: 

(2.) icA^ = Dam, icBj^== Dan, 7tG^ = Bsp. 

Wir "können also Qa ansehen als die Differenz der Potentialwerthe des 
gegebenen und des um a verrückten Ellipsoids, jedes derselben erfüllt ge- 
dacht mit einer homogenen Masse von der Dichtigkeit D, Bezeichnen 
wir also diese beiden Potentialwerthe respective mit V und K, so 
wird: 

(2-.) Qi=r -V. 

Hieraus folgt durch Differentiation nach den Coordinaten a^ b, c des 
Punktes a sofort: 

^Qä ^y f dV\ , dQa 



\ da) 



ferner ö-r = etc. etc. 



da da \ da) db 

Bezeichnet man also die den Potentialen Qa, V und F' entsprechen- 
den Kraftcomponenten resp. mit X, F, Z, femer mit B, S, T und 
B, S\ r, so wird: 

(2".) X = R-B, Y=8' — S, Z^r--T. 

Die Grössen i? = — ^ - , S = — ' o-,-» ^ = — q— sind alsdann die 

da ' CO ' de 
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Componenten derjenigen Wirkung, welche auf den Punkt ahc aus- 
geübt wird von dem gegebenen Ellipsoid, dasselbe erfüllt gedacht mit 
einer homogenen Masse von der Dichtigkeit D. Und andererseits 
sind B'y S\ T die Componenten, welche auf denselben Punkt ahc 
von eben demselben Ellipsoid ausgeübt werden, sobald dasselbe zuvor 
aus seiner ursprünglichen Lage um die kleine Grösse s in der Rich- 
tung m, M, p verschoben ist. Statt aber das Ellipsoid zu verschieben, 
können wir eben so gut den Punkt abc in der entgegengesetzten 
Richtung verschieben. Demgemäss können JS', S\ T' aus den Ausdrücken 
ü, 8j T dadurch erhalten werden, dass man in diesen letztern die 
Argumente a,b,c resp. mit (a — sm)^ (b — sn), (c — sp) vertauscht. 
Demgemäss erhält man z. B.: 

Ty ry ^^ ^B dB 

Jt = M — sm -^ an -^ — sp -w— • 

Und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (2".) die erste Formel 
des folgenden Systems: 

Berücksichtigen wir, dass R, S, T die negativen partiellen Diflferen- 
tialquotienten nach abc einer und derselben Funktion V (des Poten- 
tials eines homogenen EUipsoides) vorstellen, dass nämlich 

(4.) ij_-|r, ,__|r, ^__|r, 

ist, und dass folglich die Relationen stattfinden: 

dS dB dT_dS dB_dT 
da'^db^ d^~dc' dc~da^ 

so können wir ofienbar die Formeln (3.) auch so schreiben: 
(5.) r Bl^(mR + nS + pT), 

Hieraus erhalten wir für das den Kräften X, Y, Z entsprechende Poten- 
tial Qa den Werth: 

(6.) Qa = B{mR + nS + pT), 

oder, falls wir für sm, sn, ep die aus Seite 67 (2.) und dann weiter 
aus Seite 66 (15.) sich ergebenden Werthe substituiren: 
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^'•'' ^« D [l + HaR^ l + x$R^ l + x^J • 

jB, S, T sind die Componenten derjenigen Wirkung, welche auf den 
äusseren Punkt a oder abc ausgeübt wird von dem gegebenen Ellip- 
soid, dasselbe erfüllt gedacht mit einer homogenen Masse von der 

Dichtigkeit D. Demgemäss repräsentiren 31 = ^, ® "^ 7)* '^ "^ "d 

dieselben Componenten für den Fall, dass die Dichtigkeit jener das 
Ellipsoid erfüllenden Masse == 1 ist. und unter Anwendung dieser 
Componenten 91, ©, % gewinnt die Formel (7.) folgende Gestalt: 

Hier sind SR, 91, 5ß gewisse dem Ellipsoid eigenthümliche Constante, 
hingegen SR, @, % gewisse Funktionen der Coordinaten a, &, c des 
äusseren Punktes. 

§ 25. 

Componenten der Wirkung eines homogenen Ellipsoids anf einen 

Innern Pnnkt. 

um von den Formeln der vorhergehenden Paragraphen Gebrauch 
machen zu können, müssen wir die Grössen SR, SR, $ und 91, @, % 
bestimmen, oder (mit andern Worten) die Wirkung eines homogenen 
Ellipsoids auf einen innerhalb oder ausserhalb gelegenen Punkt xyz 
berechnen. Denken wir uns nämlich das Ellipsoid seinem ganzen 
Baume nach erfüllt von einer homogenen magnetischen Masse von der 
Dichtigkeit 1, und denken wir uns andererseits im Punkte xyz die 
Einheit der magnetischen Masse concentrirt, so bezeichnen entweder 
SKa:, Sly, ^0 oder St, @, % die Componenten der. von jenem Ellip- 
soid auf den Punkt ausgeübten Wirkungen, je nachdem der Punkt 
innerhalb oder ausserhalb des Ellipsoids liegt. Dabei wird voraus- 
gesetzt, dass die Hauptaxen des Ellipsoids zu Coordinatenaxen ge- 
nommen sind. 

Da bekanntlich eine von ähnlichen und concentrischen EUipsoid- 
flächen begrenzte homogene Schale auf einen Punkt des eingeschlos- 
senen Hohlraums Iceine Wirkung ausübt, so wird offenbar die von 
einem vollen homogenen Ellipsoid auf einen innern Punkt ausgeübte 
Wirkung lediglich herrühren von demjenigen Theil der Masse, welcher 
umschlossen wird von einer durch den Punkt gelegten EUipsoidfläche, 
die mit der Oberfläche des gegebenen Ellipsoids ähnlich und concen- 
trisch ist. 
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Wir beschreiben um den Punkt xy0 der EUipsoidoberfläche eine 
Kugel vom Radius 1, bezeichnen das Oberflächenelement dieser Kugel 
mit do, und den vom Punkte xyis nach der Peripherie des Elementes 
do gehenden unendlich dünnen Kegel mit Kdo • Auch denken wir uns 
diesen Kegel in solcher Lage, dass er innerhalb des gegebenen Ellip- 
soids sich befindet. Beschreiben wir nun um xys zwei Kugelflächen 
mit den Radien r und {r + e?r), so wird das zwischen diesen beiden 
Flächen gelegene Volumenelement des Kegels K^ gleich r^ do dr. 
Und die in diesem Volumenelement vorhandene Masse des gegebenen 
homogenen Ellipsoides wird, da wir ihre Dichtigkeit = 1 uns den- 
ken*), ebenfalls = r^ do dr sein. Folglich hat die Wirkung dieses 
Massenelements auf den Punkt xyz den Werth: 

r* do dr -, j 
— = do dr. 

Die Richtung dieser Wirkung ist entgegengesetzt mit der Richtung 
des Kegels K^o , und hat also die Richtungscosinus cos a, cos /3, cos y^ 
falls man die Richtungcosinus des Kegels selber (d. i. der von xy» 
nach do laufenden Linie) mit — cos a, — cos /3, — cos y bezeichnet. 
Demgemäss ist die ic-Componente der in Rede stehenden Wirkung 
gleich 

dr do ' cos a ; 

und folglich wird die a?-Componente derjenigen Wirkung, welche von 
dem ganzen Ellipsoid auf den ganzen Punkt xys: ausgeübt wird, den 
Werth haben: 

(1.) X = j do I dr cos a, d. i. = / do r^ cos a, 



wo rj die Länge des Kegels K^o vorstellt, denselben gerechnet gedacht 
von seiner Spitze xyz bis zu derjenigen Stelle, wo er die gegebene 
EUipsoidoberfläche (zum zweiten Mal) schneidet. Die Integration nach 
do ist [in der Formel (l.)J oflFenbar nicht über die ganze um xyz 
beschriebene Kugelfläche, sondern nur über die eine Hälfte derselben 
auszudehnen. Und zwar wird diese Hälfte begrenzt von der in xy» 
an die gegebene Ellipsoidfläche gelegten Tangentialebene. 

Soweit ist übrigens unsere Betrachtung allgemein gültig, nicht 
nur für den Fall eines Ellipsoids, sondern auch für einen Körper, der 



*) Bei der ganzen Betrachtung ist festzuhalten, dass das Ellipsoid erfüllt 
sein soll von einer homogenen magnetischen Masse von der Dichtigkeit 1, und dass 
andererseits im Punkte xyz die magnetische Masse Eins concentrirt gedacht wer- 
den soll. 
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von irgend welcher beliebigen Fläche begrenzt wird. — Ist nun der 
Körper ein EUipsoid; seine Oberfläche also dargestellt durch die 
Gleichung: 

(2-) ©'+ (f )•+ (I)'- 1 . 

und verstehen wir, nach wie vor, unter ic«/;gf speziell denjenigen Punkt 
dieser Oberfläche, auf den die Wirkung gesucht wird, so werden die 
Coordinaten desjenigen Punktes, in welchem der Kegel Kdo die Ober- 
fläche (zum zweiten Mal) schneidet, die Werthe haben (x — r^ cos a), 
(f/ — r^ cos ß\ {z — rj cos y). Diese Coordinaten müssen, ebenso wie 
die Coordinaten ic, j/, z des eigentlich betrachteten Punktes, der 
Gleichung (2.) der Oberfläche Genüge leisten. Somit folgt: 

©■+(i-r+ (-:)■-•. • 

^ *^ (x —- r^ cos a\^ , (y — r^ cos p\2 , /z — r^ cos y\^ ^ 
\ a / + \ h / + \ c / = ^ 5 

und hieraus durch Subtraktion: 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist »"i = 0; diese bezieht sich auf den 
Punkt xyz. Die andere ist: 

^ Fa; cos a j^ y cos ß _» z cos y"| 

/5 ^ y 5— ._k =L . 

^ '-' ^ /cos a\2 /cos p\2 , /cos y\^ 

Vir) + V-F"/ + \-r"/ 

Somit folgt aus (1.) 

IX cos a 1^ 2/ cos jJ • if cos y 
cos* a j^ cos* j3 _. cos* y 

Die Integration ist auszudehnen über die eine Hälfte der um xyz 
beschriebenen Kugelfläche.*) Für die andere Hälfte würde aber die 
Ausführung des Integrals denselben Werth ergeben, da jedem do, 
dessen Lage durch 

cos a, cos /J, cos y 

bestimmt ist, ein anderes do diametral gegenüber liegt, dem die 
gleichen aber entgegengesetzten Werthe: 



*) Diese Hälfte schneidet die gegebene Ellipsoidoberfläche, und wird begrenzt 
von der im Punkte xye &n jene Oberfläche gelegten Tangentialebene. 



72 § 26. Wirkung des Ellipsoids auf innere Punkte. 

— COS a, — cos ßy — cos y 

angehören. Unter dem Integralzeichen kommen aber nur Produkte 
dieser Grössen vor; und es hat also wirklich das Integral für beide 
Halbkugeln denselbm Werth. Folglich können wir schreiben: 



(7.) X -/ 



do cos a 



X coB a , y cos p , z cos y 
/cosa\* , /coBpX* , /cosyX' 

l viri + \ir) + VT-) 



die Integration ausgedehnt über die ganze Eugeloberfläche. 

Denkt man sich durch den Mittelpunkt xyz der Kugel eine Ebene 
E gelegt, parallel zur i/;8f-Ebene, so wird das Produkt (cos a • cos ß) 
für je zwei Elemente do^ die zu einander symmetrisch liegen in 
Bezug auf jene Ebene E entgegengesetzte Werthe haben. Gleiches gilt 
vom Produkt (cos a • cos y). Demgemäss reducirt sich der Ausdruck 
(7.) auf 

(r.) x^^fr—. ^' '"'''' 






Dsa\* , /cosp\* , /cosyX' 

ir) + \~h~) + \~r) 



die Integration nach wie vor ausgedehnt über die ganze Kugelober- 
fläche. 

Statt a, /3, y führen wir andere Winkel ein: -O* und 9, indem 
wir setzen: 

cos a = cos ^y 
cos /3 = sin 'Ö' cos g?, 
cos y = sin -9" sin gj, 
do = sin -O" d%' d(p. 

Alsdann ergiebt sich sofort: 



oder da die trigonometrischen Funktionen von 9 nur im Quadrate vor- 
kommen, 

n 

T n 
(i\\ -xr ^^ /!? /!7A^ sin-» cos'd- 

J J \-^ + -b^) cös> + [-^ + -^) sm« (p 



Es ist aber 



\ 
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T 2 



cos^ <jp 



/ ^y = / - 

pj A cos' qp + ^ sin* 9 ./ A-\-B tang* g? 



oo oo 



= y l-TW^ = y5lH**''«^l^: 



TT 



2y^jB 





Somit folgt: 

(10.) X = ?4? r , ^^"^^ ' ^''^ = SR^ , 

^ ' « / i/cos'fl- , sin** T /cos"» , sin»«- ' 



und entsprechend: 

TT 

^^ - X X7- 27py /^ (? ^ sin 6* cos* d" ^ 

/_- 9^ ^ ««. 'cos ^-O" j^ sin* '9' 



n 

y f* (i -d- sin ö* cc 

/ -1 /cos*-©- , sin'-O- -1 /( 



' 



(12.) Z = ?^ r ^ eZ^Bin j ^ cos*^ _ ^^ 

I l/ cos"'^ I sin*'^ -i/co8*d- , sin*«; 
«y r c* ' a* r c* ' 6* 



Die Ausführung der Integration giebt die gesuchten Wertheder Con- 
stanten 3R, SR, ?ß, die, wie die Ausdrücke zeigen, nur noch von den 
Axen a, 6, c abhängen, oder vielmehr nur noch von deren Verhältniss 
zu einander; also z. B. für ahnliche EUipsoide dieselben sein werden. 

Hiermit ist der auf Seite 64 behauptete Satz beunesen, dass die Com- 
ponenten der Wirkung auf einen innern Punkt proportional den Coor- 
dinaten desselben sind. Die Integrale sind im Allgemeinen elliptische; 
für den speziellen Fall jedoch, dass das Ellipsoid ein Rotationsellip- 
soid ist, lassen sie sich durch trigonometrische und logarithmische 
Funktionen darstellen. 

§ 26. 

Fortsetzung. Rotationsellipsoid. 

Ist a= fc, also das Ellipsoid ein durch Rotation um die z-Axe 
entstandeneSy so werden die Componenten der Wirkung auf einen inne- 
ren Punkt: 

/'-t \ Y WT> 2 «05 /* d^ sin 6* cos* d" 



«05 /* d^ sinv cos*-©- 
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n 



(2.) 



r=9ly = 



2 » 2/ /* d -O" sin -0" cos* -O* 

V y Jr +• (Jr - i) co^» 



n 



(3.) 



Z=?ß;^ = 



2_7r^ X» 



d%' sin -ö" cos* ^ 



+ (-^ - i^-) cos**' 







also X = Y und ebenso auch SR = ?i. Wir führen die numerische 
Excentricität der erzeugenden Ellipse ein 

„2 Vi 

(4.) -^-^'-^ 

und erhalten dadurch: 



mx = 



d%' sin -O* cos* -ö* 



(5.) 



V f» c /• d^ Sin «• 

Ü 



27tX — 



cos*'9' 



+1 

— 1 



TT 



+ 1 



«l«r T' o^«."' /^ c^^sin^ cos*^ o^, a* /* t;* (^t? 

vp^ = Z = 2;r^ -^v/ -i + x»co8*^ = ^^^ W i + A*t,* ' 

—1 

Bei der weiteren Rechnung ist zu unterscheiden, ob A^ positiv oder 
negativ, das Rotationsellipsoid also ein abgeplattetes oder gestreck- 
tes ist. 

Für ein ahgeplaUeteSj also für a>-c, d.i. A^>0, ergiebt sich: 



(6.) 



(7.) 



aR = y {(l + AO(arc.tangA)-A), 



Jß = 4a —TS— (^ — (arc. tang A)| , 



1^ = ^^, 



und für ein verlängertes Ellipsoid, also für a < c, d. i. A < 0, ergeben 
sich, falls man 



a — c "2/1;^ — ^ 12 



= — Ij^y d. i. 



= v 



setzt, folgende Formeln: 



(8.) 



(9.) 









Man erhält diese Ausdrücke (8.) und (9.) auch dadurch aus (6.) und 
(7.), dass man Aj Y — 1 statt A schreibt. 
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Mittelst der gefundenen Werthe von SR, 91 und ^ können wir 
jetzt den magnetischen Zustand des durch constante Kräfte magne- 
tisirten EUipsoids vollständig angeben, so wie auch seine Wirkung 
auf einen Punkt im Innern. 

§ 27. ' 

Die Componenten der Wirkung eines homogenen EUipsoids auf 

einen äussern Punkt. Ivory'scher Satz. 

Die Bestimmung von Sft, ©, S^ (der Componenten der Wirkung 
eines homogenen EUipsoids auf einen äussern Punkt) ist ein in der 
Geschichte der Attraction berühmtes Problem. Seit d'Älembert und 
Uukr haben sich fast alle grossen Mathematiker, unter andern Lor- 
grange, Legendre, Laplace mit demselben beschäftigt. Die vielen scharf- 
sinnigen Untersuchungen über dasselbe hat ein englischer Geometer, 
Ivory, überflüssig gemacht, dem es gelang, die Aufgabe zu einer sehr 
einfachen zu machen. Er zeigte, dass sich für jedes gegebene Ellip- 
soid immer ein anderes construiren lässt, dessen Oberfläche durch den 
Punkt geht, auf den die Wirkung gesucht wird, und das auf densel- 
ben dieselbe Wirkung ausübt, wie das gegebene EUipsoid; dass also 
auch die Wirkung auf einen äussern Punkt zurückgeführt werden 
kann auf die auf einen Punkt der Oberfläche ausgeübte. Diese Zurück- 
führung heisst der Ivory'sche SaU. 

Derselbe beruht auf der Betrachtung confocaler Ellipsoide, d. h. 
solcher, welche den Mittelpunkt, die Richtung der Axen und die 
Brennpunkte mit einander gemein haben, deren Hauptschnitte also 
dieselben linearen Excentricitäten (s und ri) besitzen. 

Zwei Ellipsoide, deren auf den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
bezogene Gleichungen lauten: 

(^■) ©■+ if)+ (f)"- 1. 

sind demnach confocaly wenn die Relationen stattfinden: 

(3.) «2 ^ c« - b\ V = c^ — ri\ 

(4.) «1» = c^^ - e\ b,^ = Ci^ — riK 

Durch diese aber nehmen die Gleichungen (1.) und (2.) folgende Ge- 
stalt an: 
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/o' ^ ^1* 4. yi' 4- A* 

Jedes dieser Ellipsoide ist demnach; wenn s und rj gegeben sind, 
nur noch abhängig von einem variablen Parameter ^ nämlich von c, 
resp. 0^. Auch wird z. B. das Ellipsoid (2'.) völlig bestimmt sein^ 
sobald die Coordinaten eines einzigen Punktes seiner Oberfläche x^^, 
Vu h gegeben sind; da durch diese nach Gleichung (2'.) das c^ sich 
bestimmt. 

Zwei correspondirende Funkte verschiedener confocalen ellipsoidi- 
schen Flächen sind solche , deren Ordinaten sich verhalten ^ wie die 
ihnen parallelen Hauptaxen, also z. B. die Punkte xyz und x^y^z^^ falls 

(5.) 

Auf ellipsoidischen Flächen gezogene Curven heissen correspondirend, 
wenn sie fortwährend correspondirende Punkte durchlaufen ; oder mit 
anderen Worten, wenn ihre Elemente der Reihe nach correspondiren. 
— Correspondirende Flächenstücke endlich sind solche, welche erzeugt 
werden durch die Bewegung correspondirender Curven. 

Die Frqjektionen correspondirender Flächenstücke auf die drei Haupt- 
ebenen verhalten sich wie die Produkte der in der betreffenden Hauptebene 
liegenden Axen. Sind nämlich 



X »l/| 


y Vi 


z z^ 








a ttj ' 


b 6i ' 


C C] 



dx dy , 
dx^ dyi, 



dy dz , 
dy^dz^, 



dz dx , 
dz^ dXi 



die Projektionen correspondirender Flächenelemente, so ist nach (5.): 

/^v dxdy dx^dy^ dydz dy^dz^ dzdx dz^dx^ 

^ '^ ab a^b^ ' bc ^i^i ' ca c^a^ 

Und da dieses von allen correspondirenden Elementen gilt, so gilt es 
auch für endliche correspondirende Flächen. 

Der Hauptsatz, auf dem das Ivonfsche Theorem beruht, ist der, 
dass die Entfernung zweier beliebigen Punkte confocaler Ellipsoidflächen 
immer gleich ist der Entfernung ihrer correspondirenden Punkte von ein- 
ander. — Die gegebenen Punkte seien: 

(P.) ^, y, ^ und a;^, yi,^i; 

und ihre correspondirenden, respektive: 

(Q.) Ii; ^o ti ^<i h Vy S.*) 

Dann ist nach (5.): 



*) Es soll also z. B. der Punkt li^f in Correspondenz stehen mit dem 
Punkte x^y^z^. 
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1«! rjhi fc, 

Nennen wir nun E die Entfernung der gegebenen Punkte (P.), und 
D die der correspondirenden Punkte (Q.), so wird: 

E' = ix, - xf + iy, - yY + (e, - zf , 
und hieraus ergiebt sich mittelst der Formeln (7.): 

^■-(?E-:»)'+(i,-y)'+es--)', 

folglich: 

D*_E»=[(v-«^S+(v-&*)i;+(ci*-c*)3r] 

Nach (3.) und (4.) ist aber a^ — o^ = ft^* — 6^ = c^* — c*. Somit er- 
giebt sich: 

^- ^•- « - «■) ([(?)'+ (f )'+ ©l - [(!)■+ ©•+ (1)1) > 

oder endlich mit Bücksicht auf (1.): 

B^—E^= (a^^ ~ a«) (1 — 1), d. i.: = 0. 

Hiemit ist die behauptete Gleichheit der Entfernungen D und E 
bewiesen. 

§ 28. 

Fortsetzung. 

Mit Hülfe dieser Vorbetrachtungen leiten wir den Ivorff sehen Satz 
selbst ab. Es sei ein Ellipsoid mit den Axen ahc gegeben, dessen 
Wirkung auf den beliebigen äusseren Punkt a^^i^i bestimmt werden 
soll. Sind nun xye die variablen Goordinaten eines Massenelementes 
des EUipsoids (bezogen wie cc^ß^y^ auf den Mittelpunkt); so ist, die 
Dichtigkeit = 1 gesetzt, die a;-Componente der Wirkung*): 

JJJ [(a, - xy+ (ft - yy + (y, - z)']^ 
Führen wir die Integration nach x aus, indem wir längs einer zur 



*) Vergl. die Note Seite 70. Nur sind die Goordinaten des Punktes, auf den 
die Wirkung stattfindet, hier nicht mit xyz, sondern mit aßy bezeichnet. 
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x-Axe parallelen Sehne mn der Ellipsoidfläche *) fortschreiten, so 
ergiebt sich: 

wo M und N die Entfernungen des Punktes ccißiyi resp. von m und 
n vorstellen. 

Wir construiren jetzt durch cc^ß^y^ ein dem gegebenen confocales 
EUipsoid, und bestimmen dessen Wirkung auf den auf der Oberfläche 
des .gegebenen liegenden, dem Punkte cc^ß^y^ correspondirenden Punkt 
ccßy. Sind x^y^z^ die variablen Coordinaten eines Massenelementes 
des neuen Ellipsoids, und setzen wir auch für dieses die Dichtigkeit 
= 1, so ist die a;-Componente seiner Wirkung auf aßy: 

JJJ [(a -a:,y+(ß- y.y + (y - ^,)«]* ' 
und wenn wir wieder nach x integriren: 

(8.) Z. -Jfäy ä. [y,._^,.^'_^,^„_,Z-ff^y. ^'. ik - i) 

WO M^ und Nj^ die Entfernungen des Punktes aßy resp. von m^ und 
Wj vorstellen. Dabei repräsentirt m^n^ (ähnlich wie früher mn) eine 
mit der x-Axe parallele Sehne des neuen Ellipsoids. 

Die noch übrige Integration nach y und z ist auszudehnen in 
Gleichung (2.) über alle m und n der gegebenen, in Gleichung (3.) 
über alle m^ und n^ der confocalen Oberfläche. Für jedes m giebt es 
ein correspondirendes m^, dessen zugehöriges n^ mit n correspondirt, 
da m und w, ebenso m^ und n^ dieselben y- und ^-Coordinaten be- 
sitzen. Denkt man sich aber jene Sehnen mn und m^n^ der Art ein- 
ander zugeordnet, dass m und m^, ebenso n und n^ correspondirende 
Punkte sind, und beachtet man, dass aßy und a^ß^y^ ebenfalls corre- 
spondirende Punkte vorstellen: 



jm in [^ßy 

IWi \n^ laiftyi, 



so wird, zufolge des vorhin (Seite 76) bewiesenen Satzes: M=My^j 
und N = N^\ so dass man also die Formeln (2.), (3.) auch so schrei- 
ben kann: 

(3'.) X,^Jjdy,d0,(-^-^y 

*) Diese Sehne mn soll so gedacht werden, dass die Richtung von m nach 
n identisch ist mit der Richtung der positiven x-Aze, 



X X, 


Y r, 


Z Z, 








bc biCi^ 


ca Cjai' 


ab tti bi 



§ 28. Wirknng des EUipsoids auf äussere Punkte. 79 

Denken wir uns femer die (der x-Axe parallelen) Sehnen mn 
und nt^n^ als zwei unendlich dünne Prismata, deren senkrechte Quer- 
schnitte dydis und dy^dz^ einander correspondiren^ so ist nach Seite 

76 (6.): 

dydz dy^dZi 
bc ftjCi 

Somit folgt aus den Formeln (2'.), (3'.): 

(*•) bc'^bic'/ 

Analoge Relationen gelten offenbar für die y- und ^ei-Gomponenten; 
so dass wir also schreiben können: 

(5.) 

Dies ist der Ivory'sche Satz. Er giebt die Belationen ztmschen den 
Componenten derjenigen Wirhmgen, die confoccUen Ellipsoide wechsel- 
seitig auf correspondirende Punkte ihrer Oberflächen ausüben. 

Aus diesem lässt sich der Mac- Laurin^ sehe Satz ableiten, wel- 
cher die Relation ausdrückt zwischen den Componenten der Wirkung 
zweier confocalen Ellipsoide auf einen und denselben an der Oberfläche 
des einen gelegenen Punkt, der also die Wirkung eines beliebigen 
EUipsoids auf einen äusseren Punkt zurückführt auf die Wirkung 
eines dem gegebenen confocalen EUipsoids auf einen Punkt seiner 
Oberfläche. 

Anf Seite 73 wurde bewiesen, dass die Componenten der Wir- 
kung eines homogenen EUipsoids auf einen Punkt im Innern oder an 
der Oberfläche proportional sind den Coordinaten dieses Punktes. Den- 
ken wir uns nun zwei einander confocale Ellipsoide, ein grösseres mit 
den Axen a^\c^ und ein kleineres mit den Axen abc, und zwei ein- 
ander correspondirende resp. auf der grösseren und auf der kleineren 
Ellipsoidfläche gelegene Funkte cLiß^y^ und a/Sy; und bezeichnen wir 
endlich die Wirkung des grössern EUipsoides a^b^c^ auf den an seiner 
Oberfläche liegenden Punkt ai/S^yi mit ^Y^Z^y und (ebenso wie bisher) 
die Wirkung ebendesselben EUipsoids auf den in seinem Innern lie- 
genden Punkt aßy mit X^ ^i^i; so wird zufolge des erwähnten Satzes 
(Seite 73): 

(CK\ ^_« Ii — l ^i„y 

und durch Multiplikation dieser Formeln mit den Formeln (5.) er- 
hält man: 

(^'\ — &c« Y caß Z aby 
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wo XYZ (nach wie vor) die Wirkung des EUipsoids abe auf den 
Punkt «ifty^ vorstellen. Diese Formeln (6'.) aber kann man, weil aßy 
und cc^ß^yi correspondirende Punkte sind, mithin 



a a 

«1 "^ Ol' 


ß h 


y c 


ist, auch so schreiben: 






/r»ff\ ^ «&c 


Y abc 


Z abc 


^^ '^ X, a^h^c^^ 


r, öi^cj' 


Zj a, \ Cj 



Diese Formeln (6".) enthalten folgenden Satz: Bepräsentiren XYZ die 
Wirkung eines homogenen Ellipsoides abc auf einen beliebig gegebenen 
äussern Punkt, und denkt man sich ein auxiliäres Ellipsoid a^b^c^ con- 
struirt, dessen Oberfläche durch den gegebenen Punkt geht und mr Ober- 
fläche des gegebenen EUipsoids confocal ist, so wird 

(7.) x==-^^x^, r==-^r„ z=-^z, 

sein, falls man nämlich unter X^ Y^Z^ diejenige Wirkung versteht, welche 
dieses auxiliäre Ellipsoid auf den gegebenen Punkt ausübt. Dies ist der 
MaC'Laurin^sche Satz, 

Nach der Construktion des auxiliären EUipsoids a^b^c^ befindet 
sich aber der gegebene Punkt an der Oberfläche desselben. Bezeichnet 
man also die Goordinaten dieses Punktes mit xyz, so ist: 

X, = m,x, Y,^%y, Z, = ^,z, 
wo iWi, Sil, 5ßi gewisse dem Ellipsoid a^b^c^ eigenthümliche Con- 
stauten vorstellen, deren Werthe aus den Formeln (10.), (H.)? (12.) 
(S. 73) sich sofort ergeben, sobald man daselbst statt abc die aj>^c^ 
substituirt. Somit folgt also aus (7.) 

(7'.) X=^m,x, Y=>-^%y, Z^-^j^^n. 

^ ^ a^b^c^ ^ ^ a^\c^ ^^ ' <hbiCi ^^ 

Diese Gomponenten XYZ der vom Ellipsoid abc auf den äussern Punkt 
xyz ausgeübten Wirkung sind aber genau dieselben Grössen, welche 
früher mit 9i@X bezeichnet wurden. Demgemäss können wir die 
Formeln (7'.) auch so schreiben: 

(8.) ^^-^m,x, © = -^gi^y, %^^^^^, 

Hiemit haben wir unsere Aufgabe vollständig gelöst. Wir sind jetzt im 
Besitze aller Mittel, um in jedem speziellen Falle sowohl den magne- 
tischen Zustand eines durch gegebene constante Kräfte magnetisirten 
EUipsoids, als auch die Wirkung desselben auf irgend wie im Baume 
gelegene Punkte zu bestimmen. 
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§ 29. 

Componenten der Wirkung eines verlängerten Rotationsellipsoids 

auf äussere Punkte. 

Wir führen die erhaltenen Ausdrücke in die Gleichungen des § 26 
ein für den speziellen Fall, dass das gegebene EUipsoid ein verlängertes 
Rotationsellipsoid ist, dass also 

a = i, und c> a 

ist. Durch Einführung der linearen Excentricität s 

in die Gleichungen (8.) und (9.) § 26 erhalten wir alsdann, weil 
(1.) i^^^JjI^^'" und A=- 

ist, folgende Formeln: 

c' — c^ f c^ ' c , c -\- £ 



(2-) 



S«-2-^|ar^.-.V">S^;l. 






(3.) |$_4.«-l^-{-^[,„,£±,;]_,], 

Dies sind die allgemeinen Ausdrücke für die Componenten der Wir- 
kung eines homogenfen verlängerten Rotationsellipsoids auf einen Punkt 
im Innern resp. an seiner Oberfläche. Wir erhalten hieraus die Com- 
ponenten der Wirkung desselben Ellipsoids auf einen äusseren Punkt 
xyz nach den Gleichungen (8.) § 28 

^ = V^ 3»,.. = V^ 2« -i-^^ (3^ - ^^ log ^t.) ^, 

= ^7^ ^i y = V^ 2 :r -L-^ (-.-^ - ^^ log ^) y , 

^= V^^i^= V^4«-i-p-(^^[log^]-l).. 
Nun ist aber: 



a« c» — a* 



a.* c, *— fi* 



Somit ergiebt sich: 

(4.) s_2,£l^\(^._J.,„g|t;),, 

Zur Bestimmung von c^ benutzen wir die Gleichung des durch xyz 
gelegten, dem gegebenen confocalen Ellipsoids 

Nkumann, Vorl. über Magnetismits. 6 



82 § '^0. MagnetiBining einer ruhenden Engel. 



(.^) + ©' + (ir ■= ' • 



Hieraus folgt, wenn wir für |i^g den gegebenen Punkt xyz substi- 
tuiren, und zugleich für a^^ den (zu Anfang dieses Paragraphen an- 
gegebenen) Werth (Cj^ — a^) einsetzen: 

(5-) ^,^~^^ + c7* = ^ • 

Die gesuchte Grösse q^ ist eine der Wurzeln dieser für c,^ quadrati- 
schen Gleichung; und man erhält also: 



(6.) . c,2 =- i (r^ + s') + iVCr^ + 6^7- 4;^^£% 

wo: r* = 0!:^ + y^+ ^^• 

Für die andere Wurzel Cj^ wird )/q^ — B^=^a imaginär; sie gehört 
einem durch xy0 gelegten Hyperboloid an. 

Von besonderem Interesse sind noch die Grenzfälle, wo sich das 
gestreckte Rotationsellipsoid in eine ellipsoidische Linie, und das ab- 
geplattete in eine Kreisscheibe verwandelt, also — resp. — verschwin- 
det, mithin e^ = c^ resp. = — a^ wird. 

I 

§ 30. 

Magnetischer Zustand einer ruhenden homogenen Eisenkugel unter 
dem Einflüsse mit dem Orte variabeler äusserer Kräfte. 

Ist V (das Potential der magnetisirenden äusseren Massen) eine 
beliebige Funktion der Coordinaten, nur behaftet mit den allgemeinen 
Eigenschaften eines Potentials, das herrührt von ausserhalb des mag- 
netisirten Körpers liegenden Massen, so können wir, falls dieser eine 
Kugel ist, seinen magnetischen Zustand vollständig angeben. Wir 
können nämlich dieses F, da es nicht unendlich wird, immer nach 
Kugelfunktionen entwickeln : 

(1.) V=F(r, IL, cö) = F^o)+ F(i)+ F2)H 1- F(«) + • • 

In diesem Falle ist auch (p Funktion der Coordinaten r, ^y (o, und 

gleichfalls nach Kugelfunktionen entwickelbar: 

(2.) 9? = 9? (r, |[i, cj) = 9)W + ^jd) -f 9^2) .j [_ ^{n) ^ . . 

Daraus folgt 



W-; ar . dr ^ dr ^ ^ dr ^ ' 

wo nach der Differentiation für r, ^i, (o die Coordinaten der Oberfläche 

i2, ft^, (D| zu setzen sind. Bezeichnet endlich q die Entfernung des 
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Punktes, für welchen wir das Potential Q suchen, von den Punkten 
der Oberfläche des magnetisirten Körpers, so kann - ebenfalls nach 
Kugelfunktionen entwickelt werden; wir erhalten nämlich: 

(4.) ' 



- ^ y 



^ Yb^ + r* — 2 rM [(ifi^ + 14^— I»* Vi — |!*i' coB {on — a^)] 
und hieraus für innere Punkte, d. h. für JB > r : 

und andererseits für äussere Punkte, d. h. für JB < r: 

Damit haben wir alle Daten, welche zur Berechnung des Potentials 



« - 'fj 




[Gleichungen (2.) und (4.) § 13] erforderlich sind. 

Für die Kugel ist: ü = const., und: do = R^dii^dca^, mithin: 

«, = .B'ju <<». (^' + -r + ■ • ■ •) (^ + iv' + ■ ■) • 

Hieraus aber ergiebt sich mittelst der allgemeinen Eigenschaften der 
Kugelfunktionen sofort: 



(5.) Q, = 4^xR'[j^ ^_+^^^_^_ + __^ + ...j. 

Wir können jetzt die Ausdrücke (1.), (2.), (5.) in die Fundamental- 
gleichung (1.) § 13: 
(A.) V+g> + Q = 

*) Man sieht, dass in diesen Formeln (4a.), (4b.) das §^'*^ zur Abkürzung ge- 
setzt ist für P^"^ (cos y), wo cos y den in (4.) als Faktor von — 2ri2 auftreten- 
den Ausdruck vorstellt. Es ist also: 

(I.) Q^""^ = P^""^ (cos y) , 



(II.) und: cos y ^= ^fi^ -\- Yl — ^* j/l — |*i * cos (w — w^) , 

(HI.) d. h.: cos y = cos d' cos d^^ + sin & sin d^^ cos (co — Wi) . 

Man kann (wie mit Bezug auf spätere Betrachtungen zu bemerken zweckmässig 

ist) den Ausdruck Q^^^ = P^"^ (cos y) entwickeln nach den Cosinus der Vielfachen 
von (co — (Oj). Alsdann erhält man bekanntlich: 

(IV.) ©('•)==p(")(cosy) — pf«^(f*)P^'*^(fi,) + ü'('*)cos((o-G)i)+ F(")cos2(£ö-C0i)+ 

+ TF^"^ cos 3 (w — ©i) + , 

wo die U^"\ V^'*\ W^^\ • • • nur noch von /it, fij abhängen. 

G* 



84 



§ 30. Magnetisirung einer ruhenden Engel. 



substituiren. Da diese für jeden Punkt im Innern, also für jedes 
r <i R gilt, so ist oflfenbar 

(B.) |r+^g? + |? ebenfalls =0, 

SO lange r <. R bleibt. Im Ausdrucke für Q (5.) ist r nur explicite 
enthalten, da in den q)^"*^ dort r #p B gesetzt ist; somit ergiebt sieb: 



dV 

dr 



^7(0) ^ g£(2) 



dr 



iß-)'^='-C+'4^+"' 



dr 

(2) 



dr 



dr 



dr 



+ 



• « • • 



• • • • 



. dV^'^^ 



dr 



+ ^ + 



1 dq>^^^ , 2 r dq>^^^ 



är ~^^^\3 ^r + »^ » ^- + 



+ 



dr 



n 



2n + 



t(S 



rXn-ia^)^"^ 



a-r 



-j j . 



3 dr • ö i? ar 

Die Summe dieser drei Ausdrücke aber muss nach (B.) für* jedes 
T'^B verschwinden. Somit ergiebt sich z. B. für r = J? folgende Formel: 



('.) c-P-|^'+'#]+[?|^' + a+H«.)^]+ 



+[^'+(i+H-)^] + --K'+('+.-^4-)^] 



+ 



Damit aber diese nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe =0 sei; 
müssen die Terme je einer Ordnung für sich verschwinden. Somit folgt: 



(8.) 



(d^ gFW ^. 

dr dr ^ ^ 

ä7^^ i__ 

dr 
dr 



a^d; 



1 + -14 TTx dr ' 

1_ dV^ 

1 + -J 4 TTx dr ^ 



dr 



\ 



1 + 



n 



4 nuL 



dV^ 

dr 



2 n + 1 
Substituirt man aber diese Werthe in (5.), so folgt: 



(9.) 



Qi= — 4 «xM 



r 



aF(" 



gp/w 



dV^ ^ ^l_ , ^ \m} dr 
dr ■" i + I 4 JTX "f" 1 "+ |4 »K 



+ 



+ 



2 n 



+ i W 



ar 



1 + 



n 



2 n 4- 1 



4 TTX 



*) Da bekanntlich die Funktionen V^^^ und (p^^\ zufolge ihrer durch (1.), (2.) 
gegebenen Definition, von r unabhängig sind, so sind in der ersten Formel (8.) 
beide Seiten =0. 
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Damit hohen wir das Potential der Kugel auf einen PunJct im Innern 
ausgedrückt durch die gegebene Funktion V der Coordinaten r, ft, gj, 
dasselbe also vollständig bestimmt. 

Aus der Fundamentalgleichung (A.) erhalten wir: 

also durch Substitution der Werthe (1.) und (9.): 

Und hieraus lassen sich nach den Gleichungen (3.) des § 13 die 
magnetischen Momente für jede Stelle der Kugel unmittelbar ableiten. 



§ 31. 

Wirkung der Kngel auf äussere Punkte. 

um die Wirkung der magnetisirten Kugel auf einen beliebigen 
äusseren Punkt zu bestimmen, dient die Formel: 



«• - «/v ®),- 



Da hier i? < r, so wird das - nach fallenden Potenzen von r, d. h. 
üach steigenden von zu entwickeln sein. So ergiebt sich mit Be- 



nutzung der Formel (4b.): 

Nach den Gleichungen (3.) und (8.) ist aber: 

dr ' dr "*" l + f-ijrii "*" 1 + ^4 jui ' , n ' "• 

1 ■ i ■ 

2 n + 



— 1 1 . • • • « i 

" n-f 1 ' 



wo die V Funktionen von ^^ und o^^ sind. Somit folgt: 

Qa = - ^li' X 



+ 1 2« 






— 1 



Und hieraus ergiebt sich nach den bekannten allgemeinen Eigenschaften 
der Kugelfunktionen sofort: 



86 § 32. Magnetisirung einer rnhenden Kugel. 



(1.) ^« = ~-4:rxi?2 



^7(1) ^7(2) 



IdV^^^ . .B dr . E^ dr . 

r dr "'"^r«l+^47rx ' ^>3 i_|.^4^^ + 



Das ersjie Glied verschwindet immer, da V^^^ von r unabhängig ist.*) 
Wir wenden das erhaltene Resultat auf den einfachen Fall an, 
dass V in der Entwickelung sich vollständig darstellen lässt durch 
das eine Glied V^^\ In diesem Falle ist ofiFenbar: 

(2.) V= 7(1) ==r(Ä^ + B yi — ii^ cos o + C]/ 1^"/? sin «) , 
wo Äj Bj C Comtante sind. Hieraus folgt: 

-g — = Ä^ + B V^l — /i^ cos o + (7]/l — (i^ sin o 
oder was dasselbe ist: 



Somit ergiebt sich aus (1.): 

(3-) «» = - i-Tl^ ?(^^ + ^y + ^^) 5 

was mit Gleichung (15.) § 18 übereinstimmt. 

Angenähert gilt dieser Ausdruck auch in allen den Fällen, wo 
zwar V nicht durch ein Glied allein darzustellen , aber r sehr gross 

TD 

gegen B ist. Selbst wenn etwa ~ = \ ist, kann Qa sehr angenähert 

durch die beiden ersten, oder sogar durch d^as erste allein dargestellt 
werden. 

§ 32. 

Wirknng einer dnrch einen Stahlmagneten magnetisirten Kngel. 

Wir wenden die gewonnenen Resultate auf das Experiment an. 
Die Kugel werde magnetisirt durch einen cylindrischen Stahlmagneten; 
wir suchen die Wirkung, die sie auf eine horizontal bewegliche 
Magnetnadel ausübt. Die Axe des Stahlmagneten sei horizontal und 
senkrecht gegen den Meridian auf die Drehungsaxe der Nadel gerichtet. 

Zwischen Nadel und Stal^ befinde sich die Kugel aus weichem 
Eisen, so dass ihr Mittelpunkt wie der der Nadel in der verlängerten 
Axe des cylindrischen Stahlmagneten liegt. 

Wir setzen den Stahlmagneten als gleichförmig magnetisirt voraus. 
(Kleine Abweichungen könnten durch Drehung um seine Axe ermittelt 
werden.) Nehmen wir nun diese Axe zur Axe unserer Polarcoordi- 



*) Vergl. die Note Seite 84. 
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naten*), deren Anfangspunkt der Mittelpunkt der* Kugel ist, so kann V, 
der vollkommenen Symmetrie wegen, nicht Funktion von cd, sondern 
nur von r und ft sein. Dadurch verwandeln sich bekanntlich in der 





Fig. 12. 

Entwickelung von V die allgemeinen Kugelftmktionen Y^") in die spe- 
zielleren Funktionen von der Form P^^\^). Setzt man also zur Ab- 
kürzung P(") für P('*^(fi), so ergiebt sich: 

'(1.) F= ^PW + Ä,rP^'^ + ^2^2 P(2) +....+ ^;,r«P(-) -f . . , 

wo die Ä constante Coefficienten sind. Für alle in der positiven Axe ge- 
legenen Punkte ist ft = 1, mithin P^'*^ = P(")(l) = 1. Somit ergiebt sich: 

(2.) (F),. =t = A + Ar + Ä,r' + • • + Ä^r- + • • • 

Die Componente der Wirkung in der Richtung der positiven Axe hat 

daher den Werth: 

(3.) - (|^)^_^ = -(^A,-\-2A,r + ... + nÄ.r"-^ + ■•■)• 

Und insbesondere wird der Werth dieser Componente für den Mittel- 
punkt der Kugel, d. i. für r = folgender sein: 

(4-) -(l7U,.=o=-^- 

Die Constante Ä^ giebt also, negativ genommen, die Grösse der Kraft 
an, welche der Stahlmagnet im Mittelpunkte der Kugel in der Rich- 
tung der positiven Axe ausübt. Diese Wirkung lässt sich experimen- 
tell ermitteln durch die Beobachtung der Ablenkung, welche eine an 
diesem Orte statt der Kugel aufgestellte Magnetnadel erfährt. Und 
in solcher Weise lässfc sich also diese Wirkung des Magneten aus- 
drücken durch die Intensität des Erdmagnetismus. 

*) Und zwar mag die positive Bichtang dieser Axe in obiger Figur vom Kugel- 
mittelpunkte nach Rechts laufen. 
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Ebenso kann man die Wirkung des Stahlmagneten auch an an- 
deren Stellen der Axe (diesseits und jenseits des Kugelmittelpunktes) 
beobachten^ und mittelst dieser Beobachtungen die auf einander fol- 
genden Constanten A^, A^^ A^j J.4, ... numerisch bestimmen. Um näher 
hierauf einzugehen, müssen wir zunächst die Formeln (1.), (2.), (3.), 
(4.) weiter vervollständigen. 

Für die negative Seite der Axe ist ft = -— 1 , mithin P^"*^ = 
p(»)(— 1) = (_ 1)». Somit folgt also für /i= 1 aus der Formel (L): 

Demgemäss stellt der Ausdruck 

(6.) +(|^)^_=-(A-2J,r+3^3»-'^+..-(-l)»n^,r»-i + ..) 

diejenige Wirkung dar, welche in den Punkten ^ = — 1 stattfindet 
in der Richtung der positiven Axe. 

Durch Einsetzen der beobachteten Werthe in die Formeln (3.) 
und (6.) erhält man beliebig viele Gleichungen zur Bestimmung einer 
hinreichenden Anzahl der in V vorkommenden Constanten A^, A^^ 
A^, • • • Auf diese Weise können wir, für das ganze in die später 
aufzustellende Kugel fallende Stück der Axe, V durch eine nach Po- 
tenzen von r fortschreitende Reihe darstellen, welche sehr bald ab- 
bricht, wenn nicht die Kugel sehr gross oder dem Magneten sehr nahe 
aufgestellt ist. 

Durch Multiplication der einzelnen A mit rF^^\ r^pi^)^ . . r»p(«) 
erhalten wir alsdann nach Gleichung (1.) den vollständigen Ausdruck 
für V für das ganze Innere der Kugel, bis auf das von r und ft un- 
abhängige und deshalb unwesentliche erste Glied AqF^^\ Setzen wir 
diesen Werth für V in die Gleichung (1.) § 31, so ist damit auch 
Qa vollständig bestimmt. 

Ermitteln wir endlich noch experimentell die Wirkung des Stahl- 
magneten (ohne die Kugel) auf diejenige Nadel, deren Ablenkung 
durch beide zugleich beobachtet werden soll (Fig. auf Seite 87), so 
haben wir alle nothwendigen.Data, um jene Wirkung, welche Stahl- 
magnet und Kugel zusammen auf die Nadel ausüben werden, a priori 
zu bestimmen, — bis auf die Constante x. Vergleicht man also diese 
a priori berechnete Wirkung mit der wirklich beobachteten, so erhält 
man den numerischen Werth der Constanten oc. — Die Beobachtungen 
sind nie in dieser Weise angestellt. Es würde sich durch dieselben 
sehr leicht z. B. die Abhängigkeit der Grösse x von der Temperatur 
und von anderen Umständen bestimmen lassen. 
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Man übersieht von vorne herein, dass durch das Einschalten der 
Kugel zwischen Stahlmagnet und Nadel die Ablenkung der letzteren 
vergrössert wird, da die Kugel in demselben Sinne wie der Stab 
magnetisirt wird.*) 

§ 33. 

Potential eines magnetisirenden elektrischen Kreisstromes. 

Noch einfacher und leichter durchzuführen ist folgende Anwen- 
düng. Es soll der magnetische Zustand der Kugel und ihre Wirkung 
nach aussen bestimmt werden für den Fall, dass die magnetisirende 
Kraft nicht von einem Stahlmagneten, sondern von einem elektfisirten 
Strome, und zwar von einem Kreisstrome ausgeübt wird. 

Der Kreisstrom sei so aufgestellt, dass ein vom Mittelpunkte der 
Kugel auf seine Ebene gefälltes Loth seinen Mittelpunkt trifft. 

Die Wirkung des Stromes auf die Kugel kann nach dem berühmten 
Ampere'schen Satze ersetzt werden durch die einer auf der einen Seite mit 
positiver auf der anderen Seite mit negativer magnetischer Flüssigkeit 
gleichförmig belegten Fläche, welche von der geschlossenen Curve der 
Strombahn begrenzt, im üebrigen aber beliebig gestaltet ist. 

Die positive Belegung ist nach der Ampere^schen Regel auf der Seite 
der Fläche anzubringen, welche einer im Strome (in der Richtung 
desselben) schwimmend gedachten menschlichen Figur zur Linken ist, 
falls diese hinsieht nach dem Mittelpunkte der Fläche. 

Ist j die Stromstärke und A der gegenseitige Abstand der beiden 
Belegungen, so ist die in einem Flächenelement do aufgelagert zu 
denkende Quantität magnetischer Flüssigkeit gleich 

Wir disponiren nun über die willkürliche Gestalt der Fläche in 
der Weise, dass wir uns um den Mittelpunkt der gegebenen Kugel 
eine zweite Kugelfläche beschrieben denken, welche durch die Peripherie 
des Kreisstromes geht. Die von diesem aus jener zweiten Fläche aus- 
geschnittene Calotte sei die magnetische Fläche. 

Der Radius der zweiten Kugelfläche sei =üi, der der ersten, 
d. i. der Eisenkugel = B. Wir bezeichnen das Potential des Stromes 
oder der magnetischen Calotte mit Vi für alle Punkte r^ca, deren 
r<lZi, und mit F« für die, deren r > R^ ist. Dabei diene der 
Mittelpunkt Ä der Kugel als Anfangspunkt der Coordinaten; ferner 



*) In der Figur Seite 87 ist solches durch die Zeichen -\ angedeutet. 
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j 

falle die Axe des Coordinatensystems zusammen mit der von Ä nach 
dem Mittelpunkte B des Kreisstromes hinlaufenden Linie AB. Und 
gleichzeitig mag der Werth von O* für die Punkte dieses Kreisstromes 
j mit bezeichnet sein. 

Die Richtung des Stromes j sei so gewählt, dass die positive 
Belegung der von j begrenzten Calotte sich auf der äussern Seite der- 
selben befindet. Das Potential dieser positiven Belegung der Calotte 
auf einem beliebigen Punkte r/Ltca hat den Werth [vergl. (!.)]• 

2ä+1 • 



<^) mjf 



COS0 

dabei bezeichnet R^d[L^dc!)^ irgend ein Element der Calotte, und 
-B = J5(Bi, fti, oji, r, /i, o) den Abstand dieses Elementes vom Punkte 
rfto. Für die inegative (auf der Innenseite der Calotte befindliche) 
Belegung wird das Potential durch eine Formel dargestellt sein, welche 
sich von der Formel (2.) nur dadurch unterscheidet, dass — m au 
Stelle von m (1.), und B^ — A an Stelle von B^ tritt. Es wird also 
dieses Potential der negativen Belegung der Calotte auf den Punkt 
r/itoj den Werth haben: 

2n +1 



(^■> - ms 



E (JBi — A, |ü„ ©i, r, ^. w) 

CO8 

Entwickelt man diesen Ausdruck (3.) nach den Potenzen der unendlich 
kleinen Grösse A, und addirt man sodann den Ausdruck (2.) hinzu, 
so erhält man für das Potential der Doppelbelegung der Calotte den 
Werth: 

(4.) . 2f+i ^1 

CO8 

WO B der Kürze willen für E (B^, ft^, Oi, r, (i, oj) gesetzt ist. Bei der 

jetzt folgenden Entwickelung von -p, nach Kugelfunktionen haben wir 

zu unterscheiden, ob r < i?^ oder r^B^, In ersterem Falle wird 
[vergl. (4 a.), (4 b.) Seite 83]: 

^^=^J^^^J^''^mXB; + -B7- + -B^ + ''')^ 

cosO 

oder was dasselbe ist: 
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4-1 27t 

cos 

Durch Ausführung der Integration nach ca^ erhält man hieraus sofort*): 

1 

(6.) V, = ^^fdll, (p(0)P/0) + ^^ pCDp^d) + y^^ p(2)p^(2) + . . A 

wo cos = M gesetzt ist, und P(») für P^^'H^), ferner P/«) für P("^(/[ii) 
steht. Um nun das Integral 

1 1 1" 

(7.) J(«) = fd^, P/«) = fd^, P(«) (^0 = /'(ift P(-) (^) 

M M . M 

zu berechnen, bemerken wir zunächst, dass PW(^) = 1 ist, und 

dass also 

1 

(8.) J(«) = fd^ = 1 - M 

M 

ist. Was die übrigen Fälle: n = 1, 2, 3, • • • betrifft, so gilt bekannt- 
lich für P^^^{(i) die Differentialgleichung: 

n(«+l)P<«)(,) + A((i_^.)^_^)=0. 

Und aus dieser folgt durch Multiplication mit d^ und Integration: 

1 

,n{n+ l)/c?^P(«) (^) -- (1 - M^) ^^^ = 0, 

öder was dasselbe ist: 

(8'-) «^^"^ = -T-^iS ^ ' 

wo zur Abkürzung das in P^'*^ enthaltene Argument M unterdrückt ist, 
— Durch Benutzung dieser Werthe der Integrale J gewinnt die Formel 
(6.) folgende Gestalt: 

(»•) ''. - - Yt [J""' (1 - M) + i I; P'» (( 1 - M') t^) + 

+ i(|)>.((l-M^^^') + ... + i(0P-.((l-M^^)+....]. 

Hier sind also die nach M differenzirten P mit dem Argument M, hin- 
gegen die nicht differenzirten Pmit dem Argument ^ behaftet zu denken- 



^) Vergl. die Note Seite 83, namentlich die dortige Entwickelung (IV.). 
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In entsprechender Weise wird sich offenbar das Va behandeln 
lassen. Man erhält successive: 

M 



= + ^^v/k/1. (^ + 2 ^vf + 3 ?■ ,f + •••); 



V' 

M « 

+ 1 



= ^-U 2ii* fdn, (^, pmp^w -j- 2 5 P'^'Pi«*' + 3 ^ pwp^w + . . .^ 



M 
also schliesslich: 



wo über die Argumente der P Gleiches gilt wie in Formel (9.). Mit- 
telst dieser Formeln (9.) und (10.) können wir jetzt die Wirkung des 
Stromes j auf jeden beliebigen Punkt rfi<o des Raumes berechnen. 

Ist statt des eines Kreisstromes eine grössere Anzahl, A, ganz 
gleicher, unmittelbar an einander liegender Kreisströme vorhanden, 
macht also der Draht, statt eines, A Umgänge, für welche alle M 
denselben oder doch nahezu denselben Werth haben, so ist V gleich 
dem ^fachen der Ausdrücke (9.) und (10.), d. h. gleich der Summe 
der Potentiale der A einzelnen Ströme; mithin 

(,,)K,— ^?i[p...(i-«)+f(ia.)>--(i-M-)'^^-'j], 



(12.) K-A^'^ j.-A_^ {^,y"r"'(i - M-) 

' w = l 






y . 



§ 34. 

Wirkung des Kreisstromes und der durch ihn magnetisirten Kugel 

auf die Deklinationsnadel. 

Wir wenden die Gleichungen (11.)? (12.) an zur Bestimmung der 
Wirkung, welche der Kreisstrom und die durch ihn magnetisirte Eisen- 
kugel auf äussere Punkte, z. B. auf eine Deklinationsnadel ausüben. 
Zunächst ergiebt sich aus (11.)* 
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aF/«^ 



= -Ä 



2 7tj 



B 



n—l 



B,' 






^^'^ dr - y2 

Somit folgt aus Gleichung (1.) § 31: 



(2.) Qa=^4nxA^ 



U,r' 



p(i)(l 



^')-m^+ 



l + fTTK* ^' '" ^ dtA ' l + fTTX 

Ist nun r mindestens 5 his 6 mal so gross als B und JR^, so erhalten 
wir eine schon sehr grosse Annäherung, wenn wir in F« und Qa nur 
das erste Glied berücksichtigen, unter dieser Voraussetzung wird aber: 



(3.) 
(4.) 






dM 



oder, weil bekanntlich P(^J(ffc) = ^, und P(^)(M) = M, mithin — T/vT 1 ^^^' 



(5.) 



■-(^w)Hf)> ('-"'). 



F.— 



(6.) o,-.4^.(^?f)i:^^.(i-M'). 

Hieraus ergiebt sich: 
(7'.) d. h.: 






Die Potentiale des Stromes und der Kugel stehen also für grosse r in 
einem constanten von r, fi, M und j unabhängigen Verhältniss, Und 
Gleiches gilt daher au^h von den Componenten der betreffenden Wirkungen. 
Aus § 19 wissen wir, dass die Constante 

^- = h [vergl. (16.) Seite 49] 

wenig von 1 verschieden ist. Legen wir die Windungen des Strom- 
drahtes unmittelbar um die Kugel, so wird auch nahezu 

E 



e; 



= 1 



also angenähert 

(8.) Qa^2Va. 

Dies ist der Grenz werth, dem sich das Potential der magnetisirten 
Kugel unter den angegebenen Verhältnissen nähert. Unter diesen gün- 
stigen Umständen ist also die Wirkung der Kugel doppelt so gross als 
die des Stromes; die beider zusammen also dreimal so gross, als die 
des Stromes. 
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§ 34. Magnetisirung einer rahenden EugoL 



Wir bestimmen jetzt die Wirkung von Strom und Kugel auf eine 
mit den Mittelpunkten beider in einer Horizontalebene aufgestellte 
Deklinationsnadel. Die Axe der Coordinaten, welche unserer früheren 
Voraussetzung gemäss, die Mittelpunkte von Kreis und Kugel ver- 
bindet und senkrecht steht auf der Ebene des Kreises , sei jetzt hori- 
zontal und senkrecht gegen den magnetischen Meridian gerade auf die 

M 





Flg. 13. 

vertikale Drehungsaxe der Nadel gerichtet. Wir nehmen diese Axe 
der Polarcoordinaten zur a:-Axe rechtwinkliger Coordinaten, rechnen 
die y horizontal in der Richtung des Meridians und die z vertikal. 
Dadurch wird rfi^=x, mithin nach (6.) 

(9.) Va = Ä ^""^ ^' 



X 



1/2 



(1-M*)-,, wo r« = a^ + y* + «^ 



Die Componenten der Wirkung des Stromes auf den Punkt a oder 
xyg sind daher folgende: 

X^-Ä^ B,^ (1 - M*) ^-P- = _ iT^ W 



(10.) 



yä 



nj 



dx 



Y= - AJ-R^^{\—W) 



(?) 



dC^. 



F 



dy ' 



^2 ' ■" ' ' '' dy ' " dy 

1/2 ^ ^ ^ dz dz ^ 

und zu diesen Componenten X YZ stehen, wie aus (7'.) folgt, die Componen- 
ten Xi r, Zi der von der Kugd ausgeübten Wirkung in folgender Beziehung: 



(11.) 
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Für jede Stelle der Nadel ist offenbar: 

js = 0, mithin r^ = x^ -]- y^. 

Nehmen wir nun die Dimensionen der Nadel sehr Mein an, so .können 
wir y^ gegen x^ vernachlässigen, was darauf hinauskommt, dass wir 
die von Kugel und Strom herrührenden Kräfte innerhalb der Nadel 
als constant ansehen. Wir setzen also nach der Differentiation: 

y = und r^ s=s a;^ 

Dadurch wird 



(12.) 



dx J x-r ' r* 



M 



X 



^ ^y /y-o ' 






-@) -0 

dz J »=o 



Wirkt nun ausser dem Erdmagnetismus nur der Strom auf die Nadel, 
so haben wir, da die a;-Componente des Erdmagnetismus bei der ge- 
wählten Richtung der Coordinatenaxen = ist, und die vertikale 
jsr-Gomponente auf die Deklin^K)nsnadel keine Wirkung ausüben kann, 
in der Richtung der x nur cne Componente X, andererseits in der 
der y nur die horizontale Componente H des Erdmagnetismus. Ist 
also ^ die durch den Strom bewirkte Ablenkung der Nadel aus dem 
Meridian, so ergiebt sich 

(13.) ^^^^'P = H = l^E 

Wird jetzt auch die Kugel in der früher angegebenen Weise (vergl. 
die Fig. Seite 94) aufgestellt, so tritt eine grössere Ablenkung q/ ein, 
welche sich bestimmt mittelst der Formel: 

(14.) t.„g^-=i+-?-_S(, + .Ji^,2(|)> 

Hieraus folgt: 

n 5 ^ tangy -tang qp ^ ^ i,'^±_ (^V. 

^ '^ . tang q> i +1 «X \rJ ' 

Man braucht also nur die beiden Ablenkungen (p und (p' zu beob- 
achten und R und R^ zu messen, um unmittelbar den Werth von oc 
zu erhalten. Es ist dies eine der bequemsten und sichersten Methoden, 
um die Constante x und deren Abhängigkeit von der Temperatur und 
anderen Einflüssen näher m studiren. 
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Um sich zu überzeugen, ob die gemachten Voraussetzungen er- 
füllt si^d, hat man die Beobachtung für . ein anderes r zu wiederholen. 
Erhält man alsdann für tc nicht mehr denselben Werth, so war r zu 
klein, als dass die gemachten Vernachlässigungen erlaubt wären. Eine 
Kugel von 4 Zoll Durchmesser gab (NB. aus der Erinnerung ange- 
geben) für Entfernungen von etwa 2 Fuss constante Resultate. 

§ 35. 

Potential und Wirkung mehrerer KreisstrSme und der durch sie 

magnetisirten Kugel. 

Die Bedingung, dass r sehr gross sei gegen JB und 2?^, ist zwar 
leicht zu erfüllen; sie hat indess den Nachtheil, dass durch die grosse 
Entfernung die Wirkung sehr geschwächt wird. Es ist daher wesent- 
lich, sich von der Voraussetzung eines grossen r befreien zu können. 
Dies aber wird erreicht durch eine andere Methode der Beobachtung, 
bei welcher für jeden Werth von r die Wirkung sich darstellt durch 
die ersten Glieder der Keihen für Qa und F«. Die Methode besteht 
darin, dass man, statt des einen bisher betrachteten Systems von 
Kreisströmen, mehrere solche Systeme anwendet. 

Wir wollen jedes einzelne Systea^ kurzweg eine Rolle nennen, 
und die Amahl dieser KoUen oder Systeme mit q bezeichnen. Geht 
ein und derselbe Strom j durch all diese Rollen, und sind 

^1, ^2; Aj A7 

i?!, JBgj ^3; * " • • -^g; 

Ml, M2, M3, Mj, 

die den einzelnen Rollen entsprechenden Werthe von A, R^ und M, 
so ergiebt sich aus (12.) § 33 die Formel: 

V =^\ + A k^O(»P(i) . (1 -M,') ^ + iJ.^'Cc^PW . (1 - M,*) ^ + . . . .1 



V2 






g ' « 

wo die C^^\ C^^^y etc. die Bedeutungen haben: 

Cd) = J^^ , C(2) == -L C(3) = -L etc. etc. 

2r*' 3r*' 4r*' 

Und gleichzeitig ergiebt sich alsdann aus (2.) § 34 auch folgende 
Formel : 
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(2.) 



Qa 
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WO die 2)^^^, D^^^, etc. die Bedeutungen haben: 



3r* 



i)(2) = 



5r^ 



D(3) = etc. etc. 



Zur Abkürzung wollen wir diese Formeln (1.) und (2.) folgender- 
masaen schreiben: 

(r.) ^- = ^- (^^'^ + ^^'^ + ^^'^ — I- ^^"^ H — )^ 

(2'.) (?« = 2äx ^* ^T(i) + T(2) + TW h T(«) H Y 

indem wir z. B. unter S^^^ und T^^^ die Summe der ersfen Vertikal- 
reihe resp. in (1.) und (2.), ebenso unter S^^^ und T^ die Summe der 
in (1.) resp. in (2.) auftretenden »weiten Vertikalreihe verstehen, u. s.w. 
Alsdann ist offenbar: 



(!".) 



(2-.) 



T(») =D(«)P(«) . ^'^(^y (l - MpA 



'^^^ dMp ' 






(3.) 



Man kann nun über die willkürlichen Elemente A^, A^, • • Aq, JR^y 
It^, ••• JBj, Mi; M2,'- •• Mj der Art disponiren, dass alle Glieder 
Sf T vom zweiten ab, d. i. 

S(2), 5W, S<*), .... 
y(2) J(3) y(4) 

bis zu einer gewissen Stellenzahl hin verschwinden. Zu diesem Zweck 
müssen die Ausdrücke (1".) und (2".) gleich Null gesetzt, und die so 
sich ergebenden Gleichungen aufgelöst werden. Im Allgemeinen dürfte 
das nicht ohne Schwierigkeit sein. Doch wird die Auflösung dieser 
Gleichungen wesentlich erleichtert, wenn man 

(4.) jRj == R^ = XI3 = • • • = JSiq 

setzt; wobei die q Rollen sich in gewisse q Parallelkreise ein und 
derselben KugelfläcJie verwandeln. Alsdann nämlich werden, wie aus 

Nbumarn, VorL über Magnetismus. 7 
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(1".), (2/') ersichtlich, sowohl S^^^ als T^**^ verschwinden, sobald die 
Gleichung erfüllt ist: 

(5.) s^ 1-M/ ä5-=o- 

Um näher auf die Sache einzugehen, sind gewisse von Neumann 
entdeckte merkwürdige Eigenschaften der Kugelfunktionen*) erforder- 
lich. Aus diesen Eigenschaften (auf die wir hier nicht näher uns 
einlassen wollen) geht hervor, dass die Gleichung (5.) 

(6.) für w == 2, 3, 4, 5, . . . . (2^-3), (2q-2) 

erfüllt mrdy öder mit andern Worten, dass 

, S(2), ÄW, S^^\ .... Ä<22-2)^. 

^ '^ und T(2), T^8), TW, T^^^-^) 

verschtvinden, sobald man 

(8.) A^=yA^, ^ = yA2,.... A^ = y\ 

setzt (wo y ein willkürlicher Faktor sein soll), und sodann die Aj, 
Ag, . • • A, und Ml, Mg, ... Mj folgenden 2q Gleichungen unterwirft: 

Ai +A2 +A3.... +A^ =Y 

AiMi +A,Mj +A3M3 •••• +AjM, =0, 



(9.) 



AiMi» +A2Mg» +A3M3«:... +AjM/ =0, 



AjM,2«-i + AgMg««-» + A3M3««-» h A,M/«-i = 0, 

deren r^c^fe Seiten der Reihe nach durch 

JL — — — — - — 

dargestellt sind. Aach geht ferner aus jenen Eigenschaften hervor, 
dass die durch diese Gleichungen (9.) sich bestimmenden Werthe von 
Ml, M^, • • • • Mj nichts Anderes sind als die q Wurzeln der Gleichung 

(10.) • P(«)(M) = 0. 

Bei Anwendung dieser Methode verschwinden, wie gesagt, die Glieder 
f7.), so dass sich also die Formeln (1'.), (2'.) auf folgende reduciren: 

(11.) F„ = ^' (ä(») + + S(«*-i) + -S(«ä) -I .) , 

*) Neumann (1838.): Ueher eine neue Eigenschaft des Laplace' sehen Ypsi- 
lons, etc., in Schumachers Astron. Nachr. Bd. 16, S. 313. Von Neuem abgedruckt 
in den Mathemat. Annaleii, Bd. 14, S. 567. 
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(12.) ^a = 2«x ^'^ (T'») + -f T'««-!' + Tt"«) H ) • 

Denkt man sich z. 6. 7 Bollen^ also 2 = 7, so ergiebt sich: 
(11'.) Va = ^ (S^« + + -S'«) + Äf") + sc») H ) , 



1/2 

(12'.) g„ = 2«x 



2»i 

^2" 



also mit einem ganz unmerklichen Fehler: 



(11".) 

(12-.) 



2»j 

1/2" 



/SfW, 



]/2 



M, [vgl. (10.)] die sieben 



In diesem Fall 2 = 7 sind M^, Mg, • • 

Wurzeln der Gleichung: 

(13.) P<') (M) = 0. 

Eine dieser Wurzeln ist M = 0; und nach Absonderung derselben 
bleibt noch eine für M* cubische Gleichung zurück. Die Auflösung der- 
selben ergiebt, falls man wie früher M = cos setzt, folgende Werthe: 

01 = 23» 56' 



(14.) 



0^ = 47» 52' 
0s = 71« 38' 



10^ = 90« -. 

Hierdurch bestimmen sich die Lagen von vier Rollen Sft^, Stg; Sls; ^^^ 
Dass die letzte derselben SR^ im Aequator der Kugelfläche sich befindet, 
und dass die drei übrigen Slg, SRg, %j resp. zu Slg, SRg, Sli in Bezug auf 
den Aequator symmetrisch liegen, bedarf kaum noch der Erwähnung. 
Nachdem die M oder G bestimmt sind, kann man nun mittelst 
der Gleichungen (9.) die A berechnen, und erhält alsdann schliesslich 
die Ä mittelst der Gleichungen (8.), d. h. dadurch, dass man die A 
alle mit ein und demselben willkürlichen Faktor y multiplicirt. Man 
kann also eines der A mllkürlich wählen. Nimmt man z. B. das der 
(im Aecjuator liegenden) Rolle SR^ zugehörige -4^ = 100, so erhält man: 

^j ^^ -/Xw =^ *^ * J 

A.2 = Äq = 78 , 

^3 = ^5 = 168, 
^4=100. 

Es kommt nur auf die Verhältnisse der Ä an; behält man diese 
bei, so kann man die absolute Zahl der Windungen beliebig ändern. 

Denselben Zweck, die Darstellung der Wirkung durch das erste 
Glied der Reihen für Va und Qa, kann man auch dadurch erreichen. 



(15.) 
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§ 36. Die Neumann'Bcbie Tangentenboussole. 



dass man die Verhältnisse der Stromstärken in den einzelnen Win- 
dungen durch einen zweckmässig gewählten Widerstand so einrichtet, 
dass die gewünschte Anzahl Glieder in der Summe verschwindet. 

Man kann dieses endlich auch durch die Zahl der Umgänge und 
die Stromstärken zugleich bewirken. 



§ 36. 

Die Tangentenboussole. 

Die beschriebene Anordnung giebt, wenn man statt der Eugel 
eine Magnetnadel innerhalb der Kreisströme aufhängt, einen vorzüg- 
lichen Multiplikator. Auf die Nadel desselben (wenn sie nicht äusserst 
nahe an die Drahtwindungen hinangebracht wird) wirkt nämlich dann 
eine vom Orte unabhängige, eine constante Kraft, constant in demsel- 
ben Sinne, wie der Erdmagnetismus constant ist. 

Nach Gleichung (11.) § 33 haben wir für q in der angegebenen 
Weise aufgestellte Kollen 



2M 



loa 



Xß8 




Fig. 14. 

Wir können auf die angegebene Weise hier wiederum 



machen für alle Glieder, welche P^^), PW, . . . pc««-») enthalten. Es 
bleibt ausser dem P^^^ enthaltenden Gliede alsdann nur dasjenige 

übrig, welches mit P(*9-i) (~j * behaftet ist, sowie die noch weiter 
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r 1 

folgenden Glieder. Ist nun z. B. q = 1 und w etwa = -y; so wird 

dieses l^j = ( y) y also schon ganz unmerklich. Man kann aber 

f* 1 
die Nadel noch kleiner machen, so dass -s- < -ir ist. In solchem 

Falle reduieirt sich also die Formel (1.) auf: 

die X gerechnet in der Axe des Polarcoordinatensystems, welche die 
Mittelpunkte sämmtlicher Stromkreise verbindet. Das Potential ist 
in diesem Falle eine lineare Funktion von x, die Kraft also constant. 
Dieselbe wirkt parallel der Axe. So lange die Intensität j dieselbe 

bleibt, wirken auf die Nadel nur die constanten Kräfte H und -^ • 

Dieser Apparat repräsentirt eine zu Messungen vorzüglich geeig- 
nete Tangentenboussole, Die Anwendung der gewöhnlich so genannten 

beruht auf der Vernachlässigung von /^) , woher die Vorschrift, dass 

der Durchmesser des Kreises etwa 6 — 7mal so gross sein soll als die 
Länge der Nadel. Doch reicht dies nicht aus. Vielmehr müs'ste man, 
falls man den einfachen Kreisstrom beibehalten will, (nach Neumann's 
Erfahrungen) jenes Verhältniss noch viel grösser machen. 

§ 37. 

Magnetischer Znstand einer nnter dem Einflüsse eonstanter magne- 
tischer Kräfte rotirenden Kngel. 

Die Anwendungen auf die Wirkung mit der Zeit variabeler magne- 
tischer Kräfte sind beinahe ganz auf die Kugel beschränkt. Wir neh- 
men an, eine durch constante Kräfte, etwa den Erdmagnetismus, 
magnetisirte homogene Kugel aus weichem Eisen rotire um eine 
durch ihren Mittelpunkt gelegte Äxe, die x-Äxe. Der magnetische Zu- 
stand jeder einzelnen Stelle ist mit der Zeit variabel. Wir bestim- 
men die Wirkung der Kugel auf einen äusseren Punkt, um sie mit 
der der ruhenden zu vergleichen. 

Wir erhalten aus Gleichung (1.) § 17, wenn wir für O* jetzt t schreiben : 

t 

(1.) g>+rdtf(t-t)[r+Q-^nq>]=0, 



und aus Gleichung (9.) § 16: 
*) wo a und ß Constanten sind. 



102 § 37. Magnetisirang einer rotirenden Kugel. 

(2-) 3^ = *^' d^-^' ä7 = y' 

endlich aus Gleichung (5.) § 17: 

(8.) «-/y(lf),- 

Der Annahme gemäss ist ferner: 

(4.) V=-{Äx + By + O0). 

Für die mit der Zeit t variirenden Coordinaten x, y, z irgend 
eines Punktes der Kugel nehmen wir folgende Ausdrücke: 

;r = r • cos %' , 
(5.) y = r ^m%' cos (o + w^), 

z = r ^\n%' sin (o -f" ^ ; 

v^o r, %•, (Oj n Constanten*) sind, und insbesondere n die Winkelgeschwin- 
digkeit der Rotation bezeichnet. Die Coordinaten eines Oberflächen- 
punktes seien 

Xi = R cos '9'i , 

(6.) y^ = H sin %'i cos (oj + w^), 

^ . ^1 = i? sin O*! sin (oi + ^0« 

Dadurch wird ^ 

(7.) F = — r [^ cos 'ö' + J5 sin O- cos (co + ^0 + <7sin 'S" sin ((» + w^)] . 

Wir werden zeigen, dass auch für tp eine lineare Funktion genügt, 
diese also die vollständige und einzige (§ 17) Lösung ist. Setzt man 
nämlich : 

(8.) (p^Mx + Ny-^ P0, 

oder was dasselbe: 

(8'.) q) = r [Jf cos d' + ^sin d' cos (o + **0 + ^sin O- sin (o + n^)], 

so wird: * 

(8a.) S^ = [ilf COS 'ö'i + ^sin d-^^ cos (oi + ^0 + ^sin d^^ sin (oj + ^0 ]• 

Für die Entfernung eines Punktes im Innern von einem an der Ober- 
fläche gilt die Formel: 

(9) A_ ^ 

^ ^ Q YR^ + r^ — 2rB [cos -0- cos ^i + sin ^ sin d-^ cos («o — ©i) J ' 

oder, weil r<iR ist, auch folgende Formel: 

(9.) 9 12 ^ -B* ^ i?» ^ * ^ i2»+i + •^- 

Lösen wir in Gleichung (8a.) die Cosinus auf und setzen wir: 
*) d. h. unabhängig von der Zeit. 
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,^^v N cos nt-^P sin nt =^ N^, 

'^ — ^sin w^ + Pcos w^ = Pj, 

so folgt (weil do = B^ sin %'^ d^^ dcD^ ist) aus Gleichung (3): 

7t 27t 

(-[1 \r) W f f ^^i ^^1 ^^ ^1 [-^ ^^^ ^1 + ^1 ^^° '^1 ^Q ^ ^i + ^i sin &^ sin (o^] 

J J VB^ + r* — 2 r i? [cos 9" cos -ö-j + sin -O* sin -Ö-j cos (co — ©J] 



Dieser Ausdruck hat ganz dieselbe Form wie Gleichung (7.) § 18, die 
Integration lässt sich leicht nach der dort angewandten Methode aus- 
führen. Ebenso einfach gelangt man aber auch zum Ziele durch Ein- 
führang der Eugelfunktionen. 

Da nämlich q) für r linear ist, mithin die Entwickelung nach 
Eugelfunktionen auf ein einziges Glied: 

q) = (pi^) 

sich reducirt, so erhält man: 

Bei Ausführung dieser Integration verschwinden (nach bekannten 
Eigenschaften der Kugelfunktionen) alle Glieder bis auf das zweite. 
Also wird: 

(12.) Qi = Y^^~J~"^Y^^ ilf cos 'S" +^1 sin 'S* cos (o+Pi sin O- sine» L 

oder mit Bücksicht auf (10.): 

(12'). ^i = -r- Ar filf cos 0- +i\^sinO' cos(c} + w^) +^sinO^ sin(o + w^]- 

Dieser Ausdruck zeigt, dass wir wirklich durch gewisse (nur von -4, 
P, C abhängende) Werthe der Constanten M, N, P unseren Gleichun- 
gen genügen können. Um näher hierauf einzugehen, setzen wir die 
Werthe für F, Qj <p ein in die Gleichung (1.) und erhalten alsdann, 

weil Q = w^ ^(p ist, folgende Formel: 

r [M cos '9' + -^ sin 'S* cos (o + ^0 + ^ sin 0- sin (cö + **0] = 
t 

= / t?r/"(^— r)r [^coS'9'-|-Psin'9'cos(o + wr)-|- Csin'9'sin(Gi + w^)]« 



unter dem Integralzeichen setzen wir jetzt: 

(o 4" w^) = (ßj + ^0 — ^(^ ~" ''^) 

und erhalten alsdann durch Auflösen der Cosinus und Sinus: 
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t 
r[Mcosd'-{'N8md'cos{(o-{'nt)'\-P8ind'Qm{co'['tit)]==rÄco8d' I ^ 



t 
(13.) + ^ sin 'S* cos (o + nf) 1 drf {t — r) \B cos n{t — x) — Csin n (< — r)] + 





t 



+ r sin O- sin {(o-^-nt) I drf (t — r) [B sin n(t — t)-{'Cco3n{t — t)]. 

o 

Von diesen Integralen lässt sich das erste unmittelbar ausführen; es 
ist nämlich [vrgl. § 14 und namentlich (8'.) § 18] für nicht sehr kleine t: 



t 



(14.) fdtr(t-t)=m-f(o)=p, 



wo die Constante p dieselbe Bedeutung hat wie in § 12 und weiterhin. 

Da f(t) für merkliche Werthe des Argumentes constant wird, 
folglich f(t) verschwindet, so erhalten auch die anderen Integrale 
constante, von t unabhängige Werthe: 

t 
(15.) I dr f {t — r) cos w (^ — r) = c , 





t 



(16.) Jdrf(t—t)sinn(t — t) = s. 



Es ist zu bemerken, dass s weit kleiner ist als c, da für kleine {t — r), 
für welche allein f(t — r) endliche Werthe hat, sin w (t — r) kleiner 
ist als cos w (^ — r), es sei denn, dass n ausserordentlich gross wäre. 
Durch Einsetzen in Gleichung (13.) erhalten wir: 

(17.) r [M cos %• -{- N sin d' cos (co -\- nt) -{- P sin O- sin (o + n^) ] = 
=='r\jpÄcosd''^(cB—sC)siud'Cos{ca-{'nt)'j'(sB-\-cC)sind'sin{(X)-{-nty], 

und hieraus, da diese Gleichung für jedes d'j o und t gilt: 

(18.) M = pA N=cB — sC P = sB + cC. 

Somit haben wir die Constanten My N, P vollständig bestimmt. 
Substituiren wir die Werthe dieser Constanten in (8'.) und (8a.), so 
erhalten wir: 

(19.) (p==r[pÄcosd'+{cB—sC)smd'cos((o+nt)+{sB+cC)smd'sin(c}+ut)]y 
(20.) ^'==pÄ cos d'i+(cB—s G\ sin O-i cos (oj^+w t)+{sB+cC)sm %^^ sin (©^ + n f) . 
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§ 38. 

Wirkung der Kugel auf äussere Punkte. 

Wir bestimmen jetzt die Wirkung auf einen äusseren Punkt, 
dessen Coordinaten r, d', <o sind. Die Entfernung eines solchen 
Punktes von einem Punkte der Oberfläche ist nicht mehr wie die eines 
Massentheilchens innerhalb der Eugel unabhängig von der Zeit. Wir 
erhalten : 

/. N ^ P2 /'/'siii'^, d-Ö*! deoi [|)^co8'Ö'i+(cB— fi(7)8iD'ö'i co8(eDi+nO+(sB-|-c(7)8in^i 8in(a)i+n 

JJ yJS' + r* — 2rjB [co8'9'cos^i+8in^8in^iC08 (« — eoi— nt)] 



Setzen wir nun: 

dOy '\- nt = ^1, 

so bleiben die Grenzen der Integration ungeändert; und wir erhalten also: 

rt 2n 



0] 



(2.) Q„ = B^JJ 



yB^ + r* — 2r JB [cos «• coe -ö-j + sin &• sin &^ cos (cd — i/»i)] 



Hieraus folgt, mittelst der auf Gleichung (7.) § 18 oder der auf 
Gleichung (11.) § 37 angewandten Methode, sofort: 

(3.) Ca == Y Ä ;t \p^ cos -ö- + {pB — sC) sin O- cos © + {sB + cC) sin O- sin o 
oder was dasselbe ist: 
(3-.) Q,=^ni^y[pAx-\-{cB-sC)y + {sB + cC)z], 

oder ein wenig anders geschrieben: 

^Q"\ n ^ I^V [a I cB^sC , sB + cC -] 

(3 .) ö«=y^i7J -PL^^ + — p — y + — J—^p 

wo : r^ = oc^ -{- y^ •■{- 0^ , 

Die Wirkung der durch constante Kräfte magnetisirten, homogenen 
ntit constanter GeschtvindigJceit rotirenden Kugel auf äussere Punkte ist 
also nicht mit der Zeit variabel. 

Nehmen wir für den Augenblick an, die Kugel ruhe, setzen wir 
also n==0, so wird [Gleichung (15.) und (16.) -§ 37]: 

5 = 0, und c=2), 
mithin 

(3a.) (Qa) = -i ;r {^f p [Ax + By + Cz\, 

welcher Ausdruck mit Gleichung (15.) § 18 identisch ist. [Man beachte 
die zwischen p und x stattfindende Relation (4.) Seite 31.] 
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Die Vergleichung mit (3".) zeigt, dass die Wirkung der rotirenden 
Kugel auf äussere Punkte imgeändert bleibt, wenn man jene Rota- 
tionsbewegung sistirt, dann aber die Magnetisirung der. Kugel nicht 
mehr mittelst der Kräfte Ay B, Cy sondern mittelst gewisser anderer 
constanter Kräfte A^, B^y C^ bewirkt, die folgende Werthe haben: 

(4) A==A, 5,=£^, C,«^^. 

Nehmen wir, um dies Resultat noch deutlicher hervortreten zu lassen^ 
an, die x- und 2-Axe lägen in der Ebene des magnetischen Meridians^ 
Dann ist die y-Componente des Erdmagnetismus 

B = 0, 

folglich das Potential der durch den Erdmagnetismus magnetisirten 
Kugel, wenn sie ruht: 

(5.) (<2a) = y«(f)'l'-Ua; + C;^], [vrgl.(3a.)] 

dagegen, wenn sie rotirt: 

(6.) Öa = I « {jf P'[Äx-^Cy + ^Cg], [vrgl. (3'.)]. 

Es verhält sich also hei der rotirenden Kugel so, als hätte der Erd- 
magnetismm noch eine Componente in der Richtung senkrecht gegen die 
Ebene des Meridians, Dies ist vielleicht der prägnanteste Unterschied 
zwischen der Wirkung der rotirenden und der der ruhenden Kugel. 

§ 39. 

Ablenkung einer Deklinationsnadel durch die rotirende Kugel. 

Es sei nun in einiger Entfernung von der um die horizontale (in 
der Ebene des magnetischen Meridians liegenden) x-Axe rotirenden 
Kugel eine Deklinationsnadel aufgestellt, deren Drehungsaxe parallel 
der vertikalen z-Axe ist. Wir suchen den Winkel % um welchen die 
Nadel durch die Wirkung der Kugel aus dem Meridian abgelenkt wird. 

Es seien |, rjy g die relativen, auf den Mittelpunkt x, y, ß der 
Nadel bezogenen Coordinaten eines magnetischen Massenelementes ft der 
Nadel. Ferner mögen die Componenten der Wirkung der Kugel auf 
einen Punkt der Nadel bezeichnet sein durch: 

(1.) X ^, Y ^, ^ = _J^. 

^ ^ ox oy dz 

Das Drehungsmoment dieser Kräfte in Bezug auf die der g-Axe pa- 
rallele durch xy^ gehende Drehungsaxe der Nadel ist gleich: 
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die Drehung positiv gerechnet in der Richtung von der positiven 
a;-Äxe zur positiven j/-Axe. Andererseits hat das Drehungsmoment 
des Erdmagnetismus, weil JB = ist, den Werth: 

Somit ergiebt sich für das ganee Drehungsmoment der Ausdruck: 

(2.) . -^ii^Y - -^iin U + X) . 

Nehmen wir nun die Nadel so klein an, dass wir von den Aenderun- 
gen, welche X und Y innerhalb des Raumes erfahren, in dem sich 
die Nadel bewegt, abstrahiren können, so wird dieses Drehungsmoment 
(2.) auch so geschrieben werden können: 

(3). Y2Jii^--(Ä + X)Ziirj. 

Genauere Werthe würde man erhalten durch Entwickelung nach § 
und rj und Vernachlässigung der höheren Potenzen dieser Grössen. 

Wir können nun die in (3.) auftretenden Summen, d. i. die magne- 
tischen Momente der Nadel: 

Z'ftI und Ufirj 
ausdrücken*) durch das Hauptmoment m: 
(4.) 2J^^ = m cos (fj ^[''V = w sin 9; (vrgl. § 4). 

Durch Substitution dieser Werthe in (3.) erhalten wir für das Gleich- 
gewicht der Nadel die Formel: 

(5.) m cos (pY — m sinq) (Ä -\- X) = 0, 

und folglich: 

(6.) ^^^S9 = ^r+X' 

Diese Eormel gewinnt mit Rücksicht auf (6.) § 38 folgende Gestalt: 



(7.) tang 9 = ^|^^ 

Ä — 






Äx — — Cy + -^ Cz 

£_ P_ 




^"^ A-\7tE^p 



Äx-~Cy+-~Cz 
- 3 \ ^— , ^ Ix 



Befindet sich z. B. die Nadel vertikal unterhalb oder oberhalb der 
Kugel, ist also 

(I.) x = y = 0, 



*) Die Bedeutung von 9 ist aus den Formeln (4.) unmittelbar ersichtlich. 
Offenbar bezeichnet nämlich 9 die Ablenkung der Nadel (d. i. ihrer magnetischen 
Axe) aus der xz-^hene (d. i. aus dem magnetischen Meridian). Und zwar ist 
der Winkel qp, wie aus den Formeln (4.) ersichtlich^ gerechnet in der Bichtung von 
der X'Äxe zur y-Äxe, 



108 



§ 39. Magnetisirung einer rotirenden Engel. 



tang g) «= 



inB' 



80 



so wird nach (7.): 

Ist hingegen nicht x, sondern nur 

(IL) y == 0, 

befindet sich also die Nadel in demselben Meridian' mit dem Mittel- 
punkte der Kugel; so erhalten wir aus (7.): 

80 



(9.) 



i«B' 



tang (p = 



^ (|)V 



A — S 



P 



^x 




X 



Der hier auftretende Nenner ist 
immer positiv, da nach der Vor- 
aussetzung — viel kleiner als 1, 

y und (nach § 19) auch -- ä|> < 1 

ist*). Demgemäss wird also tang (p 
ebenfalls positiv, vorausgesetzt, 
dass wir die Ooordinaten so ge- 
wählt haben, dass A und C posi- 
tiv sind, dass also die a;-Axe nach 
Norden und die z-kxQ nach Unten 
gerichtet ist. 

Nehmen wir nun an, die Kugel 
rotire im Sinne der Rotation der 
Erde, so haben wir, da die Rota- 
tion von der y-Axe zur ;?-Axe 
gehen sollte, die y-Axe uns nach 
Osten fortlaufend zu denken. Hieraus aber folgt**), dass (p vom Meri- 
dian ab nach Osten positiv zu rechnen ist. Es wird also die im sei- 
hcn Meridian mit der rotirenden Kugel aufgestellte Nadel mit ihrem 
Nordende nach Osten oibgelenkt, während eine ruhende, ebenfalls durch 
den Erdmagnetismus magnetisirte Kugel in diesem Falle gar keine 
Ablenkung bewirken würde. 

Es liegen über diesen Gegenstand Beobachtungen vor von BarloWy 

*) Zufolge der Relationen (4.) Seite 31 und (16.) Seite 49 ist nämlich 
^ = fc, und nach § 19 ist dieses k in der That < 1. 
**) Vrgl. die Note S. 107. 



Fig. 15. 
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der in einer englischeu Artillerie werkstätte Gelegenheit fand, grosse 
Kugeln auf Drehbanken rotiren zu lassen. Diese Beobachtungen sind 
indess nicht von der Art, dass man aus denselben die Gonstante s 
bestimmen könnte. Dieselbe wird ausserdem für verschiedene Eisen- 
sorten verschieden sein. 

Wichtig für die Anwendung auf Maschinen, welche durch Mag- 
nete in Bewegung gesetzt werden, ist die Bemerkung, dass durch die 
Rotation die Wirkung sehr geschwächt wird. In demselben Sinne 
wirken inducirte Ströme, welche durch die Bewegung hervorgerufen 
werden. Man kann bis jetzt (da die Untersuchung nicht durchgeführt 
ist) nicht entscheiden, welcher Theil der Wirkung vom magnetischen 
Zustande, und welcher von den immer gleichzeitig inducirten elektri- 
schen Strömen herrührt. 

§ 40. 
Ausdehnmig auf den Fall variabler magnetisirender Kräfte. 

Es würde nicht schwierig sein, die vorhergehenden Betrachtungen 
auszudehnen auf den Fall, dass der magnetische Zustand der rotiren- 
den Kugel hervorgerufen wird durch Kräfte, welche nicht constant, 
sondern beliebige Funktionen der Coordinaten sind. 

Man würde V und g) zu entwickeln haben nach Kugelfunktionen. 
Dadurch würde auch Q in Gestalt einer solchen Entwickelung sich 
darstellen. Durch Einsetzen dieser Werthe in die Fundamentalglei- 
chung (1.) § 37 erhält man alsdann ^ne nach Kugelfunktionen fort- 
schreitende Reihe, "die = sein muss, und in der also die Glieder 
gleicher Ordnung einzeln verschwinden müssen. Dies liefert die zur 

Bestimmung der in q) oder vielmehr in ^ vorkommenden Constanten 

erforderlichen Gleichungen. Die Aufgabe lässt sich also vollstän- 
dig lösen. 

§ 41. 
Literatur. 

In Bezug auf die Literatur unseres Gegenstandes fugen wir hinzu, 
dass dieselben Resultate, welche wir (§§ 30 — 40) für die Kugeln voll- 
ständig entwickelt haben, sich auch erhalten lassen für irgend welche 
Rotationsellipsoide, Neumann' s Abhandlung über diesen Gegenstand 
findet sich in Crelle's Journal, Bd. 37, Seite 21. Ferner ist die all- 
gemeinere, das dreiaxige Ellipsoid betreffende Aufgabe behandelt wor- 
den von Lipschit0y in seiner Inauguraldissertation, Berlin 1857, gedruckt 
bei Schade in Berlin. Ausserdem hat endlich Kirchhoff den Fall eines 
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geraden unbegrenzten Cylinders behandelt im Crelle'schen Journal, 
Bd. 48, Seite 348. Diese drei Fälle sind die einzigen, in denen man 
bis jetzt zur Lösung des Problems gelangt ist. 

Der Fall eines begrenzten geraden Cylinders, wie er z. B. in 
den Ettinghaiisen! sohen elektromagnetischen Maschinen angewandt wird, 
bietet ein ganz besonderes Interesse. Die Losung der Aufgabe scheint 
aber sehr grosse Schwierigkeiten zu bieten. Wir besitzen über diesen 
Gegenstand eine Reihe sehr schöner Beobachtungen von Lenis und 
Jacobi in Petersburg. Sie untersuchten den magnetischen Zustand 
eines von Stromwindungen umgebenen CyKnders aus weichem Eisen, 
und prüften namentlich den Einfluss, welchen die Anzahl^ die Weite ' 
und endlich der Ort der Drahtwindungen (falls diese nur einen Theil 
des Stabes umgeben) ausüben. Die Resultate dieser Untersuchungen 
obwohl zum Theil wohl nur approximativer Natur, sind sehr beachtens- 
werth, weil sie sogleich eine Prüfung der Theorie geben würden, so- 
bald sich die Mittel zur Entwicklung einer solchen fanden. 

§ 42. . 

Charakteristische Funktion. 

Wir wollen zum Schlüsse noch einige allgemeine Sätze angeben, 
welche sich beziehen auf den durch beliebige Kräfte in einem belie- 
gen Körper inducirten magnetischen Zustand. 

Die Grundgleichung für den ruhenden Magnetismus Gleichung 
(1.) § 13 lautet: 

(1.) <JPi> + F^ + ^/rfco T^P ^ = 0, 

wo T für — gesetzt ist. Dieselbe gilt für jeden Punkt jp im Innern des 

gegebenen Körpers. — In dieser Gleichung (1.) denken wir uns den 
Punkt p sehr nahe an der Oberfläche, diflferenziren sodann nach |>, 
und zwar nach der durch p gehenden Oberflächennormale w, und lassen 
endlich (nach Ausführung dieser Differentiation) p geradezu in die 
Oberfläche y etwa, nach o fallen.*) In solcher Weise ergiebt sich: 



(2-) Ti + Ti + 'J 



on cv 



Wir denken uns nun für den Augenblick im Oberflächenpunkte o 
die Einheit der magnetischen Masse concentrirt (als eine dort fremde, 
von Aussen her hingelegte Masse), und bestimmen die durch diese 

*) Dabei verwandelt sich alsdann n in die im Punkte o errichtete Normale; 
ebenso wie v die im Punkte (o (d. i. im Element rfco) errichtete Normale vorstellt. 
Beide Normalen sind n(tch Aussen laufend zu denken. 
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in dem gegebenen Körper hervorgebrachte Vertheilung des Magnetis- 
mus. Um diese zu erhalten, wird 

1 . ^ 

\ö,j y p '^^ Z ; u. 1. 1 = J-op 

9op 

ZU setzen, dies in (1.) zu substituiren, und das zugehörige q> zu er- 
mitteln sein. Dieses zugehörige 9 bezeichnen wir (zur besseren Unter- 
scheidung) mit ^, oder genauer mit 

(4.) . <; 

SO dass also folgende mit (1.) analoge Formel stattfindet: 
(5.)* t; + Top + Tcfdi.T.p ^-^y =0. 

Diese Gleichung multipliciren wir mit -^ , und subtrahiren sodann 
die mit Top multiplicirte Gleichung (2.)*, in solcher Weise erhalten wir: 

on ^p an ^ ' onj ^ dv ""^ J on ov ' 

oder, falls wir mit do multipliciren, und sodann über sämmtliche 
Elemente do der Oberfläche integriren: 

A C^ < - {^ T'^) + 

ff dV dif ff dT d<p 

+ xJJ doda>T.,-^ -^ - xJJ do dmZ, ■£- -g^ =0, 

oder, falls wir im zweiten Integral die Buchstaben o, o, mithin auch 
n, V mit einander vertauschen; ausserdem aber zur Abkürzung das 
erste Integral 

(6.) fda, (-^ < - ^f T..) = f. 

setzen: 

f, + xJJ dod<ö To, [-^~ -^ _ -^ -^j = 0, 
oder, was dasselbe ist: 

f,+.fdo[n,^d.(-^i>:-Tj-^)}=^o, . 

also mit Bücksicht auf die in (6.) eingeführte Beziehung: 

dn 
Dies aber ist die Gleichung (5.) § 13, Seite 46, von welcher wir be- 



fp + x/ 



(ifoTop— "=0. 
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wiesen haben, dass ihr keine Funktion fp der Coordinaten genügen 
kann, oder (genauer ausgedrückt), dass das durch sie bestimmte fp = 
sein muss. Wir erhalten somit: 

oder, falls wir für fp seine eigentliche Bedeutung (6.) substituiren : 

Multipliciren wir endlich diese Formel mit x, und addiren sie sc j „an 
zur Foriüel (1.), so folgt: 

/dV 

oder anders geschrieben: 

(9.) <Pp Vp — xj da-^ ^l- . 

Ist nun das Potential V der äusseren Kräfte in beliebiger Weise 
gegeben, so kann man mittelst dieser Formel (9.) das zugehörige g) 
berechnen, — vorausgesetzt, dass zuvor die in (4.) definirte Funktion 

^'^ ermittelt ist. Mit andern Worten: Durch die Formel (9.) wird das 
Problem der magnetischen Induktion für einen gegebenen homogenen Kör- 
per redudrt auf die Ermittelung einer gewissen Fu/nktion ilf\ welche 
lediglich abhängt von der Oberfläche jenes Körpers. Demgemäss nennt 
Neumann diese Funktion ^^ die charakteristische Funktion jener 

Oberfläche resp. des gegebenen Körpers. Dieselbe spielt, wie mau 
sieht, bei der magnetischen Induktion eine ähnliche Rolle, wie die be- 
kannte (rreew'sche Funktion bei der elektrischen Induktion, resp. bei 
den Problemen des stationären Temperaturzustandes. 

Als gassendes Beispiel würde die Anwendung dieser charakteri- 
stischen Funktion tl^^ auf die Kugel zu empfehlen sein. 

§ 43. 

Magnetische Momente eines dareh beliebige Kräfte 

magnetisirten EUipsoids. 

Ein zweiter Satz, den wir hier noch anführen, ist sehr merk- 
würdig und überrascht durch seine Einfachheit. Er sagt aus, dass 
man, welches auch die Kräfte seien, durch die ein beliebiges Ellipsoid 
magnetisirt wird, die magnetischen Momente desselben immer in end- 
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licher Form auf eine sehr einfaclie Weise angeben kann. Durch die 
magnetisclien Momente lässt sich aber nach § 4 die Wirkung eines 
jeden beliebig gestalteten Magneten, also auch die des Ellipsoids auf 
weit entfernte Punkte darstellen. Und diese Wirkung wird also eben- 
falls in öehr einfacher Weise ausgedrückt werden können.- 

Ist die Entfernung des Punktes, auf den die Wirkung stattfindet, 
nicht so gross gegen die Dimensionen des Ellipsoids, dass die auf 
Seite 4 § 4 gemachten Vernachlässigungen erlaubt wären, so kann 
n^ die Wirkung nach negativen Potenzen der Entfernung entwickeln 
unu die Coefficienten des -ersten Gliedes dieser Reihe, welches nur von 
den Momenten abhängt j durch Beobachtung bei verschiedenen Entfer- 
nungen bestimjnen. Die Vergleichung der in solcher Weise auf ex- 
perimentellem. Wege sich bestimmenden Coefficienten mit den jetzt 
anzugebenden theoretischen Werthen giebt die Mittel zur Bestimmung 
von X. 



Die magnetischen Momente irgend eines beliebig gestalteten mag- 


netischen Körpers seien 




A ^fsl^''' 


(1.) 


B - x/H dv, 




r — X / ö^ dv, 

[ J dz ' 



WO die Integrationen auszudehnen sind über den ganzen Raum des 
Körpers. Wir setzen dv = dx dy dz und erhalten alsdann durch par- 
tielle Integration nach x: 

also nach Gleichung (12'.) § 12: 

A = .ffdy d.[. H] + .fffd^ dy dz X {^ +'^} , 

d.i.: ^^^JJdydz^xli^ ^^JJaxdz^^/^ +ycjjdxdy^^^']^. 

Hier bezeichnen die eckigen Parenthesen, dass von den eingeschlos- 
senen Grössen je die Differenz zweier Werthe derselben zu nehmen 
ist, welche der Oberfläche des Körpers angehören.*) Durch Einführung 
des Oberfiächenelementes 



*) So z. B. ist das im ersten Integral der letzten Formel enthaltene 
wo mw eine mit der ar-Axe parallele Sehne der gegebenen Oberfläche vorstellt. 

Nkuhaitn, Vorl. über Magnetismus. 8 
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COS (n, x) cos (n, y) cos (w, o;) 
erhalten wir: 

/K = xJ dox{j^ cos (n, a?) + || cos (n,y) + || cos (w,^)j, 
oder: 

y \dx dn^^ dy dn^^ dz dny 

oder, was dasselbe ist: 



(2.) '^•=^/ 



do x^ 
dn 



Nach dieser Vorbereitung gehen wir zurück zur Fundamental- 
gleichung (1.) § 13 

wo Q die Entfernung des Elementes do von einem beliebigen innern 
Punkte xy0 vorstellt. Durch Differentiation nach x erhalten wir: 

dl 



dtp , dV^ , r -j {d(p\ Q ^ 

dx*dx~^ J \dn)i dx ' 

und hieraus durch Multiplication mit dem in xyz liegenden Raum- 
element dv 

Die Integration soll ausgedehnt werden über den ganzen Raum des 
Körpers. Die Coordinaten von do seien a, b, c; folglich: 

— = p — - -— -- - — — , mitlim: — — = — 1 

9 y{a — xy + {b — yY -f (c - z^ ^^ ^^ 

wodurch unsere letzte Formel folgende Gestalt erhält: 
Es ist aber 



daj Q 



die ÄJ-Componente der Wirkung des ganzen, mit homogener Masse 
von der Dichtigkeit 1 erfüllt gedachten Körpers auf einen Punkt seiner 
Oberfläche. 

Die Gleichung (3.) gilt ganz allgemein für jede beliebige Gestalt 
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des Korpers. Wenden wir sie jetzt ^uf ein Ellipsoid an, so ist nach 
§ 25 Gleichung (10.): 

daj Q ' 

mithin: 

/''•li+/<I+«sK/<'»«(i=:)-o, 

und nach Gleichung (1.) und (2.), wenn wir noch mit x multipliciren : 
Somit folgt: 

und in entsprechender Weise wird man erhalten: 



(4".) r = - M^/^- 



dV 

Tz' 



Die Grössen rechts haben hier eine sehr einfache Bedeutung. Es haben 
nämlich die Componenten der magnetischen Kräfte die Werthe: 

x^ öy' dz 

Somit erhalten wir: 

(5.) 






r = 

Wir können also die magnetischen Momente des Ellipsoids sofort angeben, 
wenn die magnetisirenden Kräfte gegd)en sind. 

Für ein verlängertes Rotationsellipsoid erhalten wir z. B. nach Glei- 
chungen (2.) und (3.) § 29 

jt 







% 




1 +x9Jl 


(6.) 








Ti 


X 






% 



8* 



' + - "-^- G^ D«^ s-a -) 



116 § 44. Nachträgliche Bemerkungen. 

Demgemäss nehmen die Formeln (5.) z. B. für £ = 0, d. i. für die 
Kugel folgende Gestalt an: 



(7-) 



A = 3— r4 / Adv, 

B = — t4 — fsdv, 

i + i^V 

r = T-ri. — fCdv. 



was in vollem Einklang steht mit den früher gefundenen Formeln 
(14.) § 18. 

§ 44. 
Nachträgliche Bemerkungen. 

In diesen Vorlesungen ist die magnetische InduJctionsconstante bald 
mit p, bald mit x, bald mit h bezeichnet worden, jedoch jedesmal in 
etwas anderem Sinne. Es ist nämlich: 

(a.) X = =^ — oder was dasselbe: p == [vgl. (4.) Seite 31] 

i--f^ 1 + -P 

und femer: 

4 TCH 

(b.) Jc = ^ folglich: Je = ^ [vgl. (16.) Seite 49]. 

Der Buchstabe Je und ebenso auch die (zur Bezeichnung gewisser 
Potentiale dienenden) Buchstaben V und Q sind in diesen Vorlesungen 
in genau demselben Sinne gebraucht, wie in der bekannten Poisson'- 
schen Abhandlung vom Jahre 1824 im Tome V der Mem. de l'Äcad. 
des Sciences, Hingegen finden wesentliche Unterschiede statt im Ge- 
brauch der Buchstaben a, ß, y, q). Und zwar sind in dieser Hinsicht 
folgende Relationen zu notiren: 

(c.) a=^lap, /3 = Jcßp, y = Jcy^, 9 = — y- ^^' 

falls man nämlich unter. «, /3, y, q) (ohne Index) die Buchstaben der 
gegenwärtigen Vorlesungen, hingegen unter Op, /3p, yp, q>p die von 
Poisson benutzten Buchstaben versteht. 
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